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N. Unterfuchungen ‚ welche der gegenwaͤrtige 


Band enthäft, gehoͤren ganz den Herren Kuler 


und de la Grange, und betreffen insgeſammt die 
wichtige Theorie von den Gleichungen. Da dieſe 
Theorie wegen ihres Umfangs in den gewoͤhnlichen 
Compendien nicht fo ausfuͤhrlich abgehandelt wer— 
den kann, als fie es verdient: fo habe ich es für 
nuͤtzlich gehalten, dasjenige zu fammien, was bie 
gedachten großen Muaͤnner uns darüber mitgetheift 
haben. Bon den Vortheilen aber, welche jebe ihrer 


%3 Unter“ 


‘ . \ 


| Worrede 


— 


Unterfugungen gewähren ann, babe ich nicht noͤ⸗ 
thig zu reden, da man. biefelben im Anfange von 
ihrien ſelbſt beruͤhrt finden wird. Mas ih außer⸗ 
| dem noch für diefen Band beftimmt. hatte, muß ich | 
wegen ber Meitläuftigfeit der darin ‘enthaltenen - 
Abhandlungen einer andern: Zeit vorbehalten; Um 
derer willen, welche etwa gegenwaͤrtigen Band ab⸗ 
geſondert von der Euleriſchen Einleitung in die 
Analyſis des Unendlichen brauchen ˖ wollen, iſt der⸗ 
ſelbe mit einem doppelten Titelblatte verſehen wor⸗ 
den. Berlin, den 4ten Aprik 1791. 
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1. Von den Gleichungen. 





J. Gedanken uͤber die Formen der rein 


einer jeden Gleichung , 
Bon” 
-.Seonhard Euler . - 


Aus dem fechtten Bande der Commentarien der St. Petersburg 
ſchen Akademie der Wiſſenſchaften, vom Zadr 1738. 


J 
iſt in der That zu bewundern, daß man noch feine alle 
gemeine Regel zur Aufloͤſung der Gleihungen hat, 
Kaum war die. Analofis erfunden, als man auch fon die 


Entwickelung der cubiſchen und biquadratiſchen Gleichungen “- 


kannte; und tie fehr find feit der Zeit die Grenzen der Anas 


lyſis erweitert! was für Männer haben jenem Gegenftande 


ihre Zeit und-ihren Fleiß gewidmet! Ob .fie aber gleich ihren 
Endzweck nich erreicht haben; fo it man doch ihren Bemuͤ⸗ 
Pa “a haungen 


’ . u | 
4 ..,.2.1 Von. ben. Gleichungen. | 


hungen eine Menge der wichtigſten Huͤlfsmittel bey der Be⸗ 


handlung der Gleichungen ſchuldig. Daher befuͤrchte auch 


ich keinen Tadel, wenn ich einige Gedanken uͤber die For⸗ 
men der Wurzeln einer jeden Gleichung und uͤber die etwa⸗ 
nigen Wege dieſelben ſelbſt zu entdecken, mittheile. Viel⸗ 
leicht werden dadurch andere in den Stand geſetzt, weiter 
au sehen, | 
$. 2. 

Da eine jede hoͤhere Gleichung alle niedrigere Gleichun⸗ 

gen in ſich enthaͤlt, ‘fo iſt leicht einzufeben, daf die Erfindung 


der Wurzeln irgend einer Gleichung die Erfindung der Wur⸗ 
zeln aller niedrigern Gleichungen erfordere. Will man das 


Her die Wurzeln einer Gleichung vom fechsten Grade em⸗ 
wickein, ſo iſt dazu die Aufldfung der Gleichungen vom fünfs 
ten, vierten und dritten Grade nöthig. So führt auch die 
Bombellifche Kegel von der Auflöfung der Gleichungen des 


vierten Grades auf die Auflöfung der cubifchen Gleichungen, 
und die Auflöfung. der cubiſchen Gleichungen geht ohne die 


Auflöfung der quadratifhen Bleichungen nicht von ftatten. 


a . 3. 

Die Abhaͤngigkeit der Aufldfung der cubifchen Gleichua⸗ 
gen von der quadratifchen ftelle ib mir.auf folgende Art vor. 
* ſetze von ‚jeber cubiſchen Gleidung 

:x3 max r b, 
h wuger das zweyte Glied fehl; bie Wurzel. 


x Y A + Y B 
und laſſe A und B die bepden Wurzeln een wuebratfäen 
Prag 

⸗ 22 —* —4 


ſeyn. 





— — — — nom. 


j i Ueber die Kormen der Wurzeln x. 5 


ſeyn. Auf dieſe Art bekomme ich, wegen der Natur der 
Gleichungen, 

AVBA, und AB 8, | 
Um aber ⸗ und 8 aus a und bu beftimmen, erhebe ich die 


Gleichung x * A vB zur dritten Bote, wodurch 


seaAtBt VBA AH VB) 3xVABtAYFB 
wird. Denn vergleicht man dieſe Gleichung mit x3= ax 
tb ſo wird 


au aan, ndb=AtBu« 
. und man befommt foldih -- - 
s=b, ud 4 = 372% 
Auf diefe Art if die quabratifche Gleichung, vermittelft wels 
cher man auf die angezeigte Weife die cubifche Sleichung 
:x3 = ax} b aufloͤſen kann, J 
22 m ba — „433. . 
Kennt man nem die Wurzem dieſer Gleichuns, AundB,. 
fi Pa 
zefat Ya u 


! 


2 


4 


Man findet aber nad. = Ya 4 vB nicht bloß eine, 
fondeen alle drey Wurzeln der Gleichung 3 = ax tb 
Denn bedeuten « und » die bepden cubiſchen Wurzeln von 1 
außer 1, ® fo auf 

x my Ar or B: 
‚vorau6gefet, daß a =; ıiR, Gs muͤſſen daher Die Werthe 


von und » ſen ARNA ee | 


umgetept, und lolglich du außer. - 


“3 = 


x \ 


— 


6 = 3,.2on den Gleichungen. 


—W 3 ‘9 . 


xz=yAtvB 
auch folgende Waren 
EEE EEE us 


Der gegebenen Gleichung ein Genüge. Nach diefer Methode ’ 


läffen fi) auch die Wurzeln ſolcher cubiſchen Gleichungen. | 


finden, worin das zweyte Glied nicht mangelt, indem man 
aus jeder Gleichung das nweore Glied wegjufßaffen im 
“ Stande if. - 

| s 5. 
Die biquadratiſchen Gleichungen fuͤhrt man auf mehr 





als eine Art auf cubiſche Gleichungen zuruͤck, aber feine das 


von flimmt zu meiner jegigen Abficht uͤberein. Allein außer“ 
ihnen habe ich eine der bey dem cubifhen Gleichungen’ aͤhn⸗ 
| liche Methode, fo daß man daraus ohngefaͤhr ſchließen kann. 
wie die hoͤhern Gleichungen werden behandelt werden muͤſ⸗ 
: ven. Iſt nemlich die Gleichung | 

z x = ax2 +bx re 
gegeben, worin ebenfalls dag zweyte Glied fehlt: ſo behaupte 


id, daß. 
x= * 4AVRTVC 
und A, B, C die drey Wurzeln einer eubiſchen Gleichung 
| 23 m 022 — 42 T? — 
ſeyen. Auf dieſe Art wird 
sazAYTBTrTC 
8.==.AB + AC + BE, und 
ya ABC. 
- um aber , a und z zu beſtimmen, erhebe ich * * YA + 
VB + V C.jur zwepten Poteſtaͤt, und leite aus | 
. I. . 1 12 = 


6 


1. Ueber Die Zormen der Wurzelne, . % 


xz2=AtBrCHaVAB VAC 2VBGC. 
2 — VXFAB 2VAC + YBC 
her. Kerner erhalte ich. durch Erhebung. dieſer Gleichung 
zur zwepten Poteſtaͤt 
\x4 — 20x2 42 = 4AB + 4AC + 4BC } 
8YABC(VATVBTVO) 
oder 
. J z4 = 2022 + 8xVy bar — es, | 
Nehme ich nun diefe Gleichung mit 4 = = ax2. + bx + @: 
zufammen, fo finde ich 
24 a; 9Yyr mb; md 44 — ur cz 
und daher wird 
| u Ja; yazaalı2, Bmict re 
Diefes vorausgefegt iſt die cubiſche Gleichung, vermittelſt 
welcher man die biquadratiſchen surfen fan, folgende: 





man. U *5 


Denn nennt man die Wurzeln hier Bteicung A, B und c. 


ſo wird 


x -yı4 vBrvc 
und die übrigen Wurzeln find . 
x VYA— VB—vcCc. 
x=YyB—vA— YC 
s=vc— vyvA—YR. 


9. 6 
Seht manz * Nt, ſo wird 
— —— 


und tes. wenn man —88 wu 
ge ta? a2 (ac * I. Ä _ a2 ab3t , b4 
” 424 eoder 


13 





8." Bon ben Gleichungen. 


oder 
ab c2 ac 


6-9 -7 — — — a9. Je 4 


16 32 - 256 
ba 
4096 


Diefe Gleichung hat daher die Eigenſchaft, daß ihre Wur⸗ 


zeln Duadratwurzeln aus. den Wurzeln der vorigen Gleis 


Kung, oder auß A, B und C find. Nennt man alfo bie Wur⸗ 


deln derſelben E, F-und c fo wird 


x = Y &'r Fr r Y G 
| und F giebt. folglich eine cubiſche Gleichung, mo die biqua⸗ 
dratiſchen Wurzeln ihrer Wurzeln zuſammen genommen die 


Wurzel der gegebenen biquadratiſchen ausmachen. Nun iſt 
zwar diefer Weg, die Wurzeln einer biquadratiſchen Gleis 
Kung zu finden, heſchwerlicher als der vorige, aber er ſtimmt 


" Dagegen mehr mit dee Aufloͤſung der cubifchen Gleichungen 
überein, da dabey aus den Wurzeln der niedrigern Gleichung 


Wurzeln von eben dem Grade gezogen werden imuͤſſen, 


zu welchem die gegebene Gleichung gehoͤrt. 
. 7. 


Auf ähnliche Art wird auch die auadtauſce Gleichunß 


x2 = a, worin dag zweyte Glied fehlt, vermittelſt der Glei⸗ 
hung = a vom erſten Grade aufgelöfer. Es ift nemlich 
die Wurzel diefer legten Gleichung = a,. und die Wurzel der 


‚vorhergehenden x = Ya, ddr x — va. Ich nenne 


aber die um einen Grad nfedelgere Sleihung, vermittelft 


welcher die hoͤhere Gleichung, worin Bas zweyte Glied fehlt, 


aufgelöfet wird, die reſolvirende Bleichung. Auf dieſe Art 
hat die Gleichung x2 = a die reſolvirende Gleichung x = a; 
. 3 

die Gleichung x =ax tb Dagegen folgende, 22 bꝛ — * 
und 


+.’ 


1) 


1. Ueber bie Formen der Wurzel eg 


und die Gleichung x4 = ax? >} bxtre „die, F *2 
42 a4 120 c3 . 
er 71T 16 Se ar 
Denn wenn ben der quadratiſchen Gleichung Rn Dana te der 
sefolvirenden Gleichung = A if, itix=vA; find bey 


der cubifchen Gleichung die Wurzeln der refolvirenden Gleis 


’ „e 3 
dung Aund B, fo wird x VAHYB; und find bey dee 


biquadratiſchen Gleichung die Wurjetm der vefoloirenden | 


eigens A B und fo iſt — + Verve. 
4. 8. 


Ohnerachtet wir hier nicht mehr als drey Fälle ha⸗ 


ben, ſo ſcheint mir gleichwohl daraus nicht ohne Grund ge⸗ 


folgert werden zu koͤnnen, daß auch die hoͤhern Gleichungen 
„Apnlice reſolvirende Gleichungen haben. . So mutbmaße. 


ig, daß der Gleichung 
sm ans br derhde 
eine Gleichung vom vierten Grade 24 = a23 — 422 4 


2 — 3 zufommen werde, fo daß, wenn die Wurzeln von 


deſer A, B, Cund D ‚genennt werden, 


x=vatvBtvVctYD 
fey. Ueberhaupt fheint mir jede Gleichung : 
xun — axa-2 + ban-3'$ cxn-4 + ꝛc. 
eine reſolvirende Gleichung von der Form 
ı zu-I == gz072 — Bzu-3 7 yaı-a — ⁊. 
zu haben, aus deren — ı Wurzeln, wenn man Re kennte⸗ 
und A, B ‚C,D, ꝛc. nennte, 


* uhnalertcHTor 


werden würde. Wäre diefe Muthmaßung gegründet, und 


koͤnnte man in jedem Falle die refoloirende Gleichung are 
| As \ Ä geben, 


— 


4 


. 
4 


10 1L Von den Steihungen: u 


geben, fo (0 wire e8 auch möglich, die Wurzeln einer jeden 
Gleichung zu: entwickeln. Man würde nemlich allemal eine 
Gleichung von einemi niedrigeren Grade erhalten, und wenn 
man fortgienge, endlich die wahre Wurzel der gegebenen 
Gleichung kennen lernen. | 
’ \ 
5. 9. | 

Wenn die Gleichungen den vierten Grad überfeigen, fo 
‘Bin ich zwar noch nicht im Stande, die reſolvirende Glei⸗ 
chung darzuſtellen, aber demungeachtet habe ich verſchiedene 
nicht unwichtige Gründe, welche meine Muthmaßung zu be⸗ 
ſtaͤtigen ſcheinen. Iſt nemlich die Gleichung ſo beſchaffen, 
daß in der reſolvirenden Gleichung, dußer den drey erſten 
Gliedern alle uͤbrige verſchwinden: ſo laͤßt ſich die reſolvi⸗ 
rende Gleichung allemal angeben, und alſo auch die gegebene 
Gleichung ſelbſt aufloͤſen. Die hierher gehörigen Gleichun⸗ 
gen find eben die, welche Moivre in den Transactionen uns 


terſucht hat. Es ſev die reſolvirende Sleichung 


zure = az. — Azu-3, oder 22 = * — Pf 


"Um aus diefer reſolvirenden Gleichung diejenige, welche da⸗ 


durch aufgeloͤſet werden ſoll, zu entwickeln, ſetze man ihre 
Wurzeln A und B, denn die übrigen verſchwinden insge⸗ 
ſemmi. Alsdann iſt die Wunel der eufzutdſenden Sleichung 


Mun iſt — SAPB, * 6=AB, wegen der Natur dee 


Gleichungen; folglich 


Yartyae = 2 a | 
a . ferner - 


Ya Pr = x) — za J 
— VAs. 


3 
. 


1. Ueber die Formen ber Pur u 2 


ia 7 VBA = am 4za P avras u 


var Va mxsı sy dan 
und überaupt 


No 


Fa⸗- * von = 
zu hans ya 3 an = xa- ν— ne 


u } an sn ln —n) 
” . 1812.3.4. 

Diefes ift die Gleichung, deren reſoldirende Gleichung zu- x 

* a5n- a — Aꝛnm-3 ober 2a maz— Rift. 


zu 8794 — 1 4. 


> | . fi 10, * 
Man findet aber uf Ba Art von der Gleichmo 


LEE Teen 


nicht bloß die eine Wurzel x YA + vB, fondern es thut 


derſelben auch jede Wurzel von der Form x = * A 4 N B- 
ein Genuͤge, wofern a = m; nr 1 iſt, und diefes kann 
auf.n verſchiedene Arten ſeyn. Iſt z. B. ns, ſo ſiud die 
fünf Wurzeln. ber Gleichang | | | 


x Ya ya = 
| folgende: 
LxmyatvyB . 
— — v5} GC 10  2Y’5) 5 
EEE CE 


Lem. Yar 
zımf“z —— 


RN 
4 


einen nn 3 3 
- 


12. 3 Bon den Steihungen. u 


BIER ERERTEN 
4 
we SILVER ID 
| _ıtvs- —— 2 5) 
4 © | 
— 1* —— Inne 
4 
— 
4 


— 8 


V. x 


| denn es find dieſe Coefficienten lauter fuͤnfte Wurzeln aus r I, 
‚ und das Produft aus je zweyen iR — 1. Auf ähnliche Art 


giebt es außer der Einheit ſechs ſechste Wurzeln. von. ı, und 


unter ihnen drey Paare, welche mit einauder maltiplicirt 
zum Produkte 1 geben. Diefe Wurzeln Find die Wurzeln 


der Gleichung 

ys h y⸗ 72 * tretytı=a | 
Um fie zu finden'bedarf es bloß der Auflöfurig einer cubiſchen 
Gleichung, weil eine jede oleicuns vom fechsten Grade von 
der Form 


.y5 tays + by* fen Tby2 Y ay too | 
melde underändert bleibt, wenn man — F Ratt y feßt, vermits 


t 


J telſt einer eubiſchen Gleichung aufgeböfet toexden kann. Da 


Diefer Weg bey der Erfindung der Wurzeln ofters mil Vor⸗ 
theil betreten werden kann, fon will ich denfelden-Färzlich bes 
ſchreiben. | 


§. 11. 


' 


1. Ueber die Formen der Wutzeln u, 13 


$. ıT. | 
Ich nenne aber-folche Gleichungen, die durch die Sud⸗ 


ſtitution von fuͤr 7 nicht veraͤndert werden, reciproke Glei⸗ 


chungen. Wenn darin die hoͤchſte Poteſtaͤt von y eine unge⸗ 
rade Poteſtaͤt iſt, fo laſſen fie ſich allemal durch y Fr 1 divi⸗ 


diren, und die dadurch entſtehende Gleichung iſt eine reci⸗ 
proke Gleichung von einem uni eins niedrigern Srade. Es 
iſt daher hinlaͤnglich, bloß die reciproken Gleichungen der 
geraden Dimenſionen zu unterſuchen, und die Art ihrer Auf⸗ 


loͤſung zu erklaͤren. Es ſey aiſo zuvdederſt dieſe Gleichung 


vom vierten Grade 
y4 } ay3 Hbysitayhimo 


‚gegeben. Betrachtet man dieſelbe als ein Probuft aus role 


genden beyden quadratifchen Gleichungen 
rem Mdtertı=eo 
. fo. wird X* 
RER arts abe mb— an. 


Demnad find « und a die beyden Wurzeln ber auadtatiſchen 
| Sleichung : 2. . 


2 _lautb-a=o 


und man findet die vier Wurzeln det gegebenen Bleihung 
duch die Aufloͤſung quadratifcher Sleichungen. . Bias. die 


Gleichung vom fechsten Grade 
76 Fayf Fby4 fcy? Abe tartı =o 
betrifft: fo. fege nıan dieſelbe dem Produkte aus folgenden 
deep auadratiſchen Gleichungen gleich: 
y2tsytı=o 
y„»Treyfı=o 
ztıytı=o 
Iſt dieſes geſchehen, ſo wird 
r⸗te 5 ———— 
und 


— J Zn 
14: 1 Bon.beit Gleichungen, 
. und J 
Eye — — 2 2 mc na 
Demnach find “,ß und » die drey Wurzeln der abiſchen 
Gieichung 
u3 — a2 (b — )n — c p24ä 0. 


Auf ähnliche Art laͤßt ſich Die reciproke Sleichung vom as 


ten Grade 


Ä — +a77 Hbps tes Jaystefstbyataytrme: Ä 


: old ein Produft aus hgenden vier quadratiſchen Sleichen⸗ 
gen betrachten 
ur +uy + 120 
y„tayfı=o 
72 1260 
y„triIytı=a/ : — 
| und Daraus fließt, | 
.Teiryri=a- Ba 
stevrtetartarnmb—g 
440y Tapd Fayd Far =c = 32° 
seyd=d—zbra3 


biernah find die Coefficienten =, 4,5 die vier Wurzeln 


| folgender biquadratifchen Gleichung 
us — au: F(b+4)u2 — (c— 35)— 22 REN 
Setzt man ferner die Gleichung vom zehnten Grade 


yo Far? r bys * cy7 * dys eys7 art dep? | 


‚Tby2Taytrı=o 


dem Piodufte aus folgenden fünf quadratifchen Gieichungen j 


gleich | no. 

. 2terti=o- | " 

y„»Ttyrı=o 
y„tytı=o 
„»trtytı=o 

u 1 ter imo nei, 


m 7 u ie — — — 


J 


r. Ueber bie Sormen der Wureln et u 15 


B, y, 8 bie fünf Wurzeln der Gleichung 
us — au⸗ tb — 5:03 — (c—-ga)u2 } (d 3b T * 
— er 2e — 2220 
— Ueberhaupt laͤßt ſich die reciproke Gleichung 


yzn 4 ay2n-I + by2n-2 4 ey2n-3 f dyza-4 + eyau-s 
iyzu-s+.... Tpmt....4fytes 
Ty4tby®2teytı=o. | 
als aus n quadtatiſchen Gleichungen von ' folgenden Sormen 
beirachten 
72 } ur} I=o 
y:Teytı-=o. 
yetryytızo.. 
y»Teytrı=o 
X x . 
und die Coeficienen ⸗ V X fi ad dann die Wurzela 
folgender Gleichung vom nten Grade: ; | 


BR — anni + b7- 


mel 
a u. a ’ 







+ 2 a 
— (n—2)b | 4 (n + 3)e 
na -s 
4; 23) | — —— — 
— —— 
1.2). 1,2 ION 
. + u | . — 
* (n-4)d = ..T (n—5)e 
* —, 10-6 _ —E— ud=7 
MR Ala—4% —— u 4 ana S1n—6), “ 
| u Wir De 


u 233 


N 
Ä Th 
, e 


{ 


, 


a6 Bu Eu I. Son ben Gleichungen. 


2* (nat Ä 
ii; KR. ö 
 G-9n-6: a7, 
1.2.3 
u as) — 640-7) | 
* 1.2. 3: 4 5 


— 





4. 12. u 
Da eine jede von den quadeatifchen Gleichungen, aus 


wæelchen man die gegebene Gleichung beftehen läßt, zum legs 


ten Gliede ı hat: ſo erhellet, dag das Produkt aus je zweyen 


. Wurzeln der gegebenen &leichung = x ift. Diefe benden 
Wurzeln muß man nun mit den beyden Gliedern * ArvVB 


verbinden, wenn man alle Binjeln der $ 9. unterfuchttn 


. Sleigung Haben: will. 


* 
Wu ' . 
on, 6. 13. ee 741 


| Wenn in der reciproken Gleichung außer den aͤußerſten 
und dem mittelſten Gliede alle uͤbrige fehlen, wie z. B. in 


y2n + pya Fr = o, fo bekommt man die Diviſoren y2 * 


otı;,y2 tab; y2royti; 2c wenn man für a, 


And! die Wurzeln — Gleichung ſettt, 
„aZ3) en ek BR. de 6; 


un — nu“ c. 
1.2.3 


⸗ + p= — ö 
und zwar Tp wenn n eine gerade, — p abet, werM n eine 
ungerade’ Zahl bedeutet. ran fieht hieraus, daß dieſe Glei⸗ 


chung mit.der-$.9. oder x — nxn-2 BF, « Übereins 
ftimmt, und daß alſo daraut alle Divlſoten angegeben wers 


den Fönnen, 
8.14. 








1. Bon ben Formen der Wurzeln x. , 17 
= $. 14 | 
Die Auflöfung der Formel y20 Fpyr Fı in gaftoren | 


F leiſtet großen Bortheil bey der Integration der Differenzials 
| Formel — 7 womit ſich die Geometer häufig be⸗ 


an Tp 
Köäftiget haben. Dem hat man den Nenner in feine Bat: | 
toven ya Fey fi; ya PB5 13 2. aufgeldfet, fo wird . 
dadurch die Integration quf Die Quadratur des Cirkels oder 
der Hpperbel zurückgeführt. Auch iſt der Umftand 0019 
theilhaft, dag die Gleichung | 


un — nun-2 * Pas — ꝛc. J u o 


die Theilung .eines Rreisbogend in n Theile enthält, wedurch 
die Coefficienten ⸗», u y, x ſehr leicht beſtimmt werden 
koͤnnen. | 


| $. 15. 
lm In aut Methode zuruͤck zu kehren, aus den reloldiren- = 
‚den Gleichungen die anfzulöfenden Gleichungen zu finden, 

ſo ſey die reſolvirende Gleichung 

233 u 422 — 42 + y 
und die drey Wurzeln derfelben A, B, C; folglich 
.=ATBTrC | 
8 =ABFACHEG, und. 
ya ABC. Ä 
Auf dieſe Art iſt die Wurzel der aufzutdſenden Steigung „ 
J s=vAtrvBrvVe, 
Run fep | | . 
pa VAR 7 Me T sc 
fo wird , | 
B Vh2 


! 


16 — I. Bon ben Gleichungen. 


d 


m 


1.2.3.4 





. | 5. 12. J 
Da eine jede von den quadratiſchen Gleichungen, and 


welchen man die gegebene Gleichung beftehen läßt, zum let» 


ten Gliede ı hat: ſo erhellet, dag Das Produft aus je zweyen 
. Wurzeln der gegebenen Gleichung = L ft. Diefe benden 


Wurzeln muß man nun mit den beyden Gliedern * Ar * B 
derbinden, wenn man alle Wurjeln der *8 9. unterfuchten 
“ Gleichung haben will. 


on 9. 13. en 

Wenn in der eeciproßen Gleichung - aufer den außerſten 
und dem mittelſten Gliede alle uͤbrige fehlen, wie z. B. in 
y2n + pya + ı 0, fo bekommt man die Diviſoren y2 + 
etı;y2 tar tr; yeroyti;2c wenn man für m, 
A, y, 2 sc. die Wurzeln fplgender Gleichung fegt, 
we nn 3) m Bu. nz 

.2 Ä 1.2.3 
Ep=o . 

und zwar F p, wenn n eine gerade, — p abet, tert n eine 
ungerade’ Zahl bedeutet. Man fieht hieraus, daß dieſe Glei⸗ 


chung mit der F. 9. ober za —. nxn-2⸗ A} 2. a übereins 
ftimmt, und daß alſo daraut alle Diviforen angegeben wer⸗ 
den koͤnnen. 


OR nua-2 m 


⸗ 
. 


8.14 





2. Bon ben Formen der Wurzeln x. , 17 

ra . | — $. 14. | Z—— 

| Die Auflöfung der Formel y2n + pyn 1 in Faktoren 

# . Teiftet großen Vortheil bey der Integration der Differenzials 
dy 

Sormel 75 tp ya 4 L 


fchäftiget haben, - Denn hat man den Nenner in feine Bat | 

. toren ya faytız yateytız ac aufgeldfet, fo wird . 
E Dadurch bie Integration auf die Quadratur des Cirkels oder 
der Hpperbel zurüdgeführt. Auch ift der Umftand vor⸗ 
theilhaft, daß die Gleichung 


u — hun-2 7 Dans — ꝛc. C C p, — o 


— — — — 
— 


die Theilung eines Rreiöbogens in n Theile enthaͤlt wedurd 
die Eoeffirienten =, AJ 2 x. fehr leicht beftimmt werden. | 
‚Binnen. Ä 


rn 
| Im Im gr Methode zuruͤck zu kehren, aus den relolditen⸗ J 
den Gleichungen die aufzuloͤſenden Gleichungen zu finden, 
fo fey die reſolvirende Gleichung 
". a3 a2 ty 
und die drey Wurzeln derſelben A, B, C; folglich 
s=ATBrCcC 
= AB r AC + BC, und 
vy= ABC. 
auf dieſe Art ift die Burg der —* Steigung = 


s=eYatvVBryo | 


—y— en J * 


——7 


Run ſey | Ä 
n n . nz 

p=vyABTVACTYEC 

fo wird Ä | 

3 EEE 


-, womit ſich die Geometer Häufig bes . i 


0" Ron den Steidjängen, a 


Va> * v2 12 Fe⸗ = xı2 — -.2p 


— * Yazcz * YB2C2 =  p2 — ar. 
Ferner | 


a . nn 
9 in ya t vo = x3— 30x 
‚Nass — vB = p? _ ENGE 


f: 


2. 
e 


J X + va * Yca = x px t vr + ap? 
Vasbat/Aacatv'Bics = p4 — Bart, 


© 
ax2yy2 \ ’ 


* nn 
Yasıvasiyvo= DENE UT Nr 
on n. | 
YasssaväscstYBio= pr pa rtv vet 

‚spx2y’y2. - _ sıyYY3. - | 


Die Art und Weiſe, dieſe Tabelle fortzuſetzen, in leicht zu 


erkennen. Es iſt nemlich EN j 


j Yan + Yon a Yon , 


U 0 1 


rt Van-1 4 Yon) 

— pi Am-2 nfoe +.YCm-2) 

\ 7 LEER VBm-3 t von-3) 
und . « / 
hose Tanch a yBmon | 


| . Ä 
p(yAn-ıBm-x + YAm-ıqm-x VBm- ꝗm- 1 


* 


- 


- 
ZN 


fo wirb nn - 


t % 


-_ 


I 

1. Von. den Formen der Wurzeln x. 19 
"_y —— # VAn-acm-2 4 Y. Bn-2Cn-2) 
EYralvAm- aBm-3 + Yan- sca-3 Y Ba-3Cn-3) 


\ N j . “ ‚ 
$ 16. nn 


“ | 


Diefe Reihen haben noch andere merftördige Eigeis 


ſchaften. Denn fegt man 


, er 
Fan J Tom R, ‚und . 
FaAmtzm 4 Famom * VBucn =. 5 
f wird 


% 


— * Bam r Yon = Rz — a8, und 


mA-np tꝙ hanöum a aantsn ne 82 aRy ya; 


Auf aͤhnliche Art in auch 
Yasm r Yasm. 4 Yosu SR = st om, 
| 1 und w 
u 


Vans Act YBsacın=8 J 
av yam,. 


und es Lehtalſ dieſe Reihe völlig auf eben bie dt tot, < als 
| die vorhergehende: u | 


J J % i7. ra 
Wennen 2iſt: ſo wird a = x% — 2p, und 4 =p2 
—.2x/ 7%. Nimmt man dieſe beyde Gieichungen zuſammen, 
zevarvdrvc und. 
-p=vAB + YVAC * VEC \ 


% 


und A, Bid find die drey Wurzeln der eübiſchen Gleichung 
| 82 23m 


. - \ 
* 


23... 5 Bon den Gleichungen. 


$. 19. - 
So wie wir. die. reſolvirenden Gieichungen 22 mu 
* und 23 * 422 —Pıty behandelt haben, io Bann 
man auch die Gleichung 
24 = 422 tn? 
Ä behandeln, "ragt man nemlich die ‚Wurzeln dieſer Steigung 
A, B, c und ſeyn, und ſetzt man 


—V — 


Yan -ae + Yan + Yoc + Vena Voo=p 
und: 


VABC * —X + VACD + V BCD =q 

i vg J „a ! 
und ſucht daraus Ausdruͤcke für VA y YBn + ic, des⸗ 

gleichen für —* AmBm + * Angm y x.: fo findet man. alles 

mal je drey Gleichungen, welche x, p und q für jeden Werth 

von m enthalten. Da diefe, drey Gleichungen auf - ähnliche 


Art fi ch darßellen, fo befommt man. m dadurch jene deep u unbes 
Fonnte Größen „— | ur > 


— 


§. 20. 
Br glaube aber, daß fi &, wenn man x = YA + * 


5 c+ * D ſetzt, eine rationale Gieichung werde finden: 
laffen, in welcher x die fünfte Poteſtaͤt nicht Üüberfteigt, ohns 
esachtet ſolches faſt nicht möglich zu ſeyn feheint. Denn fo 
wie wir $. 17. aus den Sleichungen 





24 — apx2 4 4xVy tapı = m, md | | 
4 
pa 1 4p22VY TAapYy raox2VYrmB. 
durch ˖ die Wegſchaffung der Größe p Tine Gleichung 'von, 
nicht mehr als 4 4 Pimenfiqnen fanden: fo ift es ‚vielleicht 
durch 


I. Don den gorimen der Wurzeln ꝛc. 23 ur 


u... 


durch einen ahnlichen Kunſtgriff möglich, daß man die Aufs 


Iöfung der Gleichung des fünften Grades xs = ax3 + bx2 


t+ex rd endlich entdecke. Ein ſehr wichtiger Umftand iſt 


dabey, daß man, wie ich glaube, bloß 4, 8, y und 3 aug 
-a,b,c und d zu beftimmen nöthig haben wırd, und nicht 
auch diefeBuchftaben ans jenen + denn in diefem Kalle würs 
de die. Sleihung zu einem Höhern Grade’ auffteigen. Ich 
uͤberlaſſe aber dieſes Geſchaͤfte andern, oder verſchiebe 
es wenigſtens auf eine andere Zeit, indem ich mich für jetzt 
damıt begnüge, daß ich vielleicht durch das Bisherige auf 
den rechten Weg geleitet habe. 


x - - . 2 


DB 72 Von 


—— 


* 


4 


2. . Ton der Auflöfung der Glechungen eines 


jeden Grades. 
| Bon 
Leonhard Eufer. 


Aus dem neunten Theile der neuen Commentarien ber St. Be 


| vierten Grade, und noch.hat man Peine allgemeine Methode, | 
die Wurzeln der Gleichungen vom fünften oder irgend einem 


sersburgifchen Akademie der Wiſſenſchaften, vom I. 1764. 


sn. 


Hs was big jetzt in der Algebra über die Auflöfung dee 
"Gleichungen gelehrt wird, erſtreckt ſich, wenn von allgemei⸗ 


nen Regeln die Rede iſt, bloß bis auf die Gleichungen vom 


hoͤhern Grade zu finden. Ich ſage aber ausdruͤcklich, Feine 
allgemeine Methode, d. h. eine ſolche, nach welcher man alle 
Gleichungen, die zu Einem Grade gehoͤren, aufloͤſen kann; 


denn es giebt von jedem Grade mehrere Gleichungen, die 


ſich durch die Diviſion in zwey oder mehrere Gleichungen 


aufloͤſen laſſen, deren Wurzeln zuſammen genommen die 


Wurzeln jener Gleichungen ausmachen. Auch hat Moivre 


in jedem Grade gewiſſe ſpecielle Gleichungen entdeckt, deren 


Aufloͤſung moͤglich iſt, ob man ſie gleich nicht durch die Divi⸗ 


ſion in andere Sleichungen zerfaͤllen kann. 


— — 


6.2. 





1 


⸗ 


2. Von der Aufidſung ber. Gleichungen X. 95 
| $. 2: 
Aus det allgemeinen Methode die Bleidungen vom 


ätoepten, dritten und vierten Grade aufzulöfen, ift befannt, - 


daß fi die Sleichungen des erſten Grades ohne alle gs 


traction der Wurzel entwickeln laſſen, dahingegen die Auflid⸗ 


ſung der Gleichungen des zweyten Grades die Ertraction 
der Quadratwurzel erfordert. Die Aufloͤſung der cubiſchen 
Gleichungen ferner geht ohne die Ertraction der Quadrat⸗ 
und Eubifwurzel, nicht. von ſtatten, und die Muftöfung der . 


biquadratifchen Gleichungen macht außerdem noch die Eps 


traction der Biquadrat > Wurzel nothwendig. Hieraus laͤßt 


ſich ſicher ſchließen, daß die Gleichungen des fünften Grades 


nicht ohne die Eptraction der fünften und aller niedrigen 
. Wurzeln möglich fen, und daß üherhaups die Wurzel einer 


Gleichung vom nten Grade durch eine Formel werde aus⸗ 
gedruckt werden müffen, welche alle Wurzelzeichen ſowohl 
von nten, als von allen niedrigern Graden enthalte. 
3 — I 
Hierauf habe ich vor einiger Zeit (in der vorhergehen⸗ 
den Abhandlung) eine Muthmaßung über. die Form dee 


— 


Wurzeln einer jeden Gleichung gegründet, Iſt nemlich eine: 


Gleichung von irgend einem Grade | 

x. zu Axı-2 4 Bxn-3 + can⸗ P ꝛc. 0 
worin, wie ſtets angenommen werden kann, das zweyte 
Glied fehlt, gegeben: fo fcheint mir allemal: eine um einen 


. Grad niedrigere Gleichung don der Form 


yrap Ar y Byurs y Caro. 


‚die ich Die reſolvirende Gleichung genennt Habe) möglich, | 


durch Deren n— ı Wurzeln, &, 7, 9, », 2C. die Wurzel jenes, 


Gleichung auf folgende Art ausgedruckt werden muͤßte: 


B5 x eꝛ 


J 


! 


3... 5Ror den Gleichungen. 


zevru4verWvrvt ic. 


| Dieſe Muthmaßung habe ich dadurch beſtaͤtigt, daß ich ge⸗ 


— zeigt habe, wie die Aufloͤſung der niedrigern Grade wirklich 
aus dieſer allgemeinen Form fließt, und ich zweifele auch 


jetzt nicht an ihrer Richtigkeit. 


5. "u 


Alein außerdem, daß die Erfindung der reſolvirenden 


Gleichung, ſobald die aufzuloͤſende Gleichung den vierten 


Bu Grad überfteigt, fehr große Schwierigkeiten hat, ja’ übers 


haupt genommen, eben fo unmöglich: feheint, als die Auflds 
fung der gegebenen Gleichung ſelbſt; denn außer den fperiels 
len, den Moivrifchen ähnlichen Fällen, Fommt man auf 
nichts wichtiges: fo Habe ich Ben der gedachten Form noch 
andere -Unbequemlichkeiten bemerkt, weswegen ich glaube, 


daß es vielleicht noch eing.andere von jener eben nicht vers 
ſchiedene Form gebe, moben dieſe Unbequemlichfeiten nicht 
ftatt fänden, und wobey fich eher hoffen ließe, in diefer ſchwe⸗ 


ren algebraifhen Materie weitere Fortſchritte zu machen. 


Denn es iſt dahey eine Sache von Wichtigkeit, daß man die 


Form der Wurzeln einer jeden Gleichung genauer kenne. 


— 5. 


Verzuglich mißfaͤlt mie an der zorm, melde die 


Wurzeln aller. Gleichungen meiner Muthmaßung nach haben 


. müßten, daß dadurd) nicht alle Wurzeln der Gleichung Deuts 


| tid ausgedruckt werden. Denn obgleich das Wurzelzeichen 


Ya fo viel Werthe in ſich fließt als n Einheiten enthält, 
w daß man, wenn 4, b, c, dae, xc. alle Werthe der Formel 


Yı bedennen anſtatt * jede dieſer Formeln ſetzen fann, 
av8, 
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* Ve; ch a, ꝛc.: fo fällt doch in die Augen, daß 


man ſolches nicht bey jedem von den Ausdruͤcken Ve; * ß, * Y%. 


— re. zu thun befugt iſt. Denn wäre die Verbindung die⸗ 
ſer Ausdruͤcke mit den Buchſtaben a, b, c, d, e, ꝛtc. willkuͤhr⸗ 
lich, ſo wuͤrde man viel mehr Combinationen machen koͤnnen, 
als die Gleichung Wurzeln enthält, deren Zahl: ‚allemal 
=n if. 


“ 


5, 6. | 
Wenn alfo die mitgetheilte Form der Bud; x alle 
Wurzeln der: Gleichung in ni ch enthalten ſoll, ſo muͤſſen die, 


Combinationen der Glieder‘ * “, VB, VYı vs, ıc mit den 


- ‚Bucbitaden a, b, c, d, ꝛc. durch gewiſſe Bedingungen einge⸗ 


ſchraͤnkt, und die zur Darſtellung der Wurzeln untauglichen 
ausgeſchloſſen werden. Aus der Aufloͤſung der. Gleichungen 
des dritten und vierten Grades wiſſen wir, daß unter den 
Wurzeln der Einheit von demſelben Grade, a, b, e, d, eine 
gewiſſe Ordnung feſtgeſetzt werden muß, und daß darnach 
auch die Combinationen zu machen ſind. Man wird alſo 


auch unter den Gliedern der Wurzel * «, v ß, * Y,. Y d, IC. 
eine ähnliche Stdnung beobachten, und darnach die Combi: 


nationen machen müffen. Allein da nicht befannt ift, wie : 


dieſe Ordnung bey den Wurzeln der hoͤhern Grade gemacht 
vwerden muß, ſo entſteht daher ein wichtiger Mangel fuͤr 


meine ehemalige Muthmaßung, und ich will jet ſuchen den⸗ 


felben aus dem Wege zu räumen. 


Zupbrderfk wird es — keon, den Burgen aus der 
einhen Ihr Erponent mag ſeyn welcher er wolle, eine des 
wiſſe 

GC 0 | 


‘ 


+, 
. 
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wiſſe Ordnung zu geben, weil dadurch meiſtens die große 


Menge der Combinationen eingeſchraͤnkt werden ann. Zu . 


‘ Dem Ende bemeife ib, daß allemal, wenn ein Werth von - 
denen, welche Yır außer 1 hat, a geſetzt wird, auch a2, 


as, aa, 1c. paſſende Werthe von Yı geben. Denn it aa I, 
ſo iſt uhlap=ı; (ap =ı; (a ı;x Wenn 
man. alfo die übrigen Wurzeln b, c, d, sc. nennt, fo ergiebt 
fi daraus, weilfih a2, a3, a4, 2c. unter ihnen befinden, eine 
beftimmte Drdnung für diefe Buchſtaben. Fängt man z. B. 

nad der Einheit, welche allemal die erſte Stelle befommen 


muß, von a an, fo find die Werthe der Formel Yı folgende: 
I, 02, as, as ... auzz, und ihre Anzahl =n. Es ſind 
demtic nicht mehr Werthe möglich, weil an=ı; astı =; 
ar 2 =a2;.c. if. Auf ähnliche Art verhaͤlt es ſich, wenn 
men von dem Buchſtaben b, coder d.xc, anfängk 


4. 8. 


Ich muthmaße daher nicht ohne Grund, daß auch un⸗ 
ter den Gliedern, welche die Wurzel einer Gleichung oder x 
ausdruffen, eine ſolche Ordnung ftatt finden, oder daß diefe 
Glieder fo befchaffen fepn toerden, daß die ührigen von einem 
jeden unter ihnen Poteftäten find, wobey es aber noͤthig 
wird, ihnen unbeſtimmte Coefficienten zu geben. Hat man 
alſo folgende Gleichung. in welcher das zweyte Glied fehlt, 
gap Axn-2 Bxn-3 Cxr-4 4 Des ,,.=o 
fo ift e8 fehr weheſchelnlich, daß die algemeine wor ihrer 
ware 


2* Avvt ENGER UNE FDYre...h Dym-x 
Fey, wo U, B, €, D, ıc. entweder rationale Größen find, 


| oder wenigſtens das Radicalzeichen Y nicht in ſich ſchlleßen. 
6.9 
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. . —— | 
Aus bieſer Form erhellet zuvorderſt, daß fe nicht mehr: 
als n — ı Glieder enthalten kanıt.. Denn wellte man dies. 
felbe ihrer. Natur gemäß fortfegen, fo würden die folgenden 
lieder ion unter den vorhergehenpen begriffen ſeyn, weil 


Yeti = ws; —— Wr; ꝛc. if. Getzte man 
daher jene Reihe ſelbſt ins Unendliche fort: fo erhielte mar 
gleichwohl in Anſehung der Yrrationalität nicht mehr als 
n — 1 Ofieder. Da wir, min ſchon vorhin gefehen Haben, 
Daß der Außdrud Für die Wurzel nicht mehr. Glieder Haben 
‚darf, fo ift dieſer Umſtand Fein -unbedeutendes Kennzeichen 
der Wahrheit jener Som; es gibt indeß dafuͤr nach ſtaͤr⸗ 
kere Gründe, | 


" & 18, | 

er laͤßt fi & nemlich dieſer Audrue ſehr keit auch auf 

die Gleichungen ausdehnen, in welchen das zweyte Glied . 
nicht fehlt, welches bey dem andern nicht angieng, fo daß 
deswegen der gegenwaͤrtige natuͤrlicher u ſeyn fdeint, 


Denn fest man die irrationafen Sieden * —18 vr, ꝛe. 


fort, ſo erhaͤlt man darunter auch * vo * vr, welche we⸗ 
gen des zweyten Gliedes der Gleichung noch hinzugefuͤgt 
werden muͤſſen. Man kann daher, und Dies iſt noch allgemei⸗ 
ner, behaupten, daß die Wurzel einer vollſtaͤndigen Glei⸗ 
chung vom nten Grade 
ER Aza-ı + AxU-2 + Ba0-3 + Ca-4 FPXf 
‚ die Som habe 


keoryvt BYv2jeyr} Diss... }oVer 
wo o den rationalen Theil der Wurzel bedeutet, von dem 


nman weiß, daß em — „A if. Die übrigen Glieder ent: 
halten | 


6 


\ 


[ 


\ 
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halten die ierationalen Theile vom Grade n, derem es, infos 
fern fie von.einander verſchieden ſind, nice mehr als n — 1 
a kann. | 


Ben v. ‚eine ſolche Groͤße bedeutet, daß man aus ihe 
diente Wurzel wirklich ausziehen, oder Vr. entweder ratio⸗ 


mnal oder durch niedrigere Wurzehjeichen darftellen kann, fo 


- 
‘ oo. 


— 


erhellet, daß die Irrationalitaͤt vom nien Grade nicht in der 
Formel bleibt, wodurch die Wurjel x ausgedruckt iſt. Dies 
ud allemal flatt finden. wenn Die ‚gegebene Gleichung in 

Faktoren aufgeldſet werden kann, denn alsdann enthaͤlt keine 


"Wurzel das Zeichen v. Da alfo in diefem Kalle alle Radi⸗ 


caljeichen * verſchwinden, und: auf niebrigere reducirt wer⸗ 
den; aus der obigen & Korn aber nicht erhellet, 1 wie die Ders 


ſchwindung deſſelben ben einem Gliede Ve ein Gleiches bep | 


den übrigen Gliedern * ß, fi yı ik nach ſich ziehe: ſo muß 
man allerdings dieſe letzte Form der Natur der Gleichungen 
angemeſeener halten als die obige. 


4 m 
“Ueberdem zeigt diefelbe, welches das vornehmfte if, alle 
‚ Wurzeln der Gleichungen ohne alle Zweydeutigkeit, und es 
in gar nicht. meiter die Beage, wie die Werthe. von vr k mit, 


'den Radicalgroͤßen mit den Zeichen Na zu verbinden find. 
Denn wenn die nten Wurzeln aus ı folgende find: 1,6, 


% v 26.5 und: man Vi mit‘ einer davon, a, combiniet;' f 


muß man, weiLy v allerdings Na vi, füry v2,Yv3; Fir 
0 " ꝛc. 
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ꝛc. a, a, ara: «. ſchreiben. Das befdne - 


dige Glied «- aber bleibt in alleıt Wurzeln unverändert, weil 


es eigentlich die Form eV yo vorſtellt, und alſo in —E 

—10 übergeht. Da dieſes aus der Theorie von den Glei⸗ 

chungen ſchon für ſich klar ift, fo Hat man darin ein: neues 
und fidjeres Kennzeichen für die Richtigkeit diefer Form. 

’ $, 12. = 

Hieraus erhellet ferner, wie mar mach der Erfindung 


= Einer Wurzel die übrigen, darftellen kann, und man hat dazu 


bloß die nten Wurzeln aus der Einheit zu wiſſen nöthig. 
Setzt man diefelben 1, a,b, 1, d, 2c. und iſt bie eine gefuns 
dene Wurzel ber Gleichung , \ 


x. 4* Byv2 + &yvr r. toner 
fo find die übrigen " 


am et Kay 4 Basyıa 4 Carat beit 
u on Daraywnı — | Bu 
vo X Abyr t Dbayya + — t Be 
| Dean 72 
| met t Beoyv2 t esyy J 
Ha-ıyyaı | 
ꝛc. 


Yuf dieſe Art erhaͤlt man allemal ſo viel Wurzein als die 
Zahl n; welche den Grad ber Gleichung ameist, Einheiten 
in ih faßt. 
Ss ' $. . 14. . 
Dur Biefe Gruͤnde bekommt alſe dieſe neue Form der 


Wurzeln einen fehr hohen Brad der Wahrſcheinlichkeit, und 


es 


- * ® ⸗ 
J x v- \ ‘ * \ i 


d 
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es fehlt zur vollen Gewißheit nichts weiter, als eine Kegel ' 
zur Erfindung derfelben bey jeder gegebenen Gleichung und 
zur Beftimmung der Coefficienten 4, B, €, D, ꝛc. und der 
Größe v. Liche fich diefe Regel: entdecken, fo wide die allges 
meine Auflöfung der Gleichungen, welche bisher noch immer 
vergeblich geſucht worden iſt, bekannt ſeyn. Noch kann ich 
zwar dieſe Regel nicht verſprechen, ſondern ich muß mich 
damit begnuͤgen, die Allgemeinheit jener Form erwieſen zu 
haben. Fuͤr die Aufloͤſung der Gleichungen ſelbſt muß indeß 

dies nothwendig als ein Gewinn betrachtet werden, da man 
dazu der Kenntniß jener dorm auf keine Weiſe anbehren 


‚ran | 
un | 
Ob wir gleich moch nicht im Stande find, aus der geges 
denen Gleichung felbft, ihre Wurzel, oder die Eoefficienten 
BED, zc. und die Größe v zu beſtimmen: fo ſchadet fols 
thes doch dem Beweiſe fuͤr die Richtigkeit jener Formel nichts, 
wenn wir umgekehtt aus der angenommenen Wurzel die 
Sleichung finden koͤnren, wodon ſie die Wurzel if. Diefe 


u Gleichung muß das Wurzelzeichen * nicht enthalten, weil 


man die Gleichungen, deren Wurzeln geſucht werden ſollen, 
aus lauter rationalen Gliedern beſtehen zu affen pflegt. Ce 
kommt alfo darauf an, die Sleichung 


Bα ν.... — 


von der Irrntionalitaͤt, oder von den Wurkelzeichen * zu be⸗ 
freyen, und eine rationale Gleichung daraus herzuleiten, von 
welcher man mit Gewißheit behaupten kann, daß jener Yuss 
druck eine Wurzel derfelben fey. Vermag man diefes, ſo iſt 
man aud im Stande,alle Wurzeln der Gleichung anzugeben. 
| Auf 


= 2. Ton ber Auflbſung der Gleichungen ꝛe. 33 
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‚ Auf diefe Bet werden wir wenigſtens ſehr viele GSieichungen | 
angeben Fönmen, deren Wurzeln befannt find; und wenn 
dieſe Gleichungen die allgemeinen Gleichungen aller Grade . 
in fich faſſen, fo wird auch diefet ihre Suflöfung in unſerer 
Gewalt ſtehen. 


oo 6. 16. 
Es wird zwar wenig geleiſtet zu ſeyn ſcheinen, wenn wir 
nur einige Gleichungen darſtellen, deren Wurzeln angegeben 
werden koͤnnen, indem aus den Elementen bekannt iſt, wie 
Gleichungen von jedem Grade, die gegebene Wurzeln haben, 
gemacht werden koͤnnen. Denn wenn Formeln wie x — a, 
z—b, x— ce, ꝛc. in beliebiger Anzahl-mit einander multis 
plicirt werden, fo befommt man, allemal eine Gleichung, 
deren Wurgenx—= a, s=b, = c, ıc. find; allein diefe 
Art Sleihungen zu formiven leiftet bey der Aufiöfung der 


Gleichungen wenig Nutzen. Man erhält nemlich auf diefem 
Wege bloß ſolche Gleichungen, die fih in Faktoren auflöfen 


loffen, und deren Aufloͤſung ſelbſt weiter feinen Schwierige 
feiten unterworfen iſt. Eben fo, wenig Vortheil ftiften ger 


genwaͤrtig dielenigen teihungen, Die aus der Multiplica⸗ 


tion. zweyer oder mehrerer Glekhungen von niedrigen Gras 
 ben’entfiehen; denn auch ihre Auflöfung har auf die allge⸗ 
meine Aufidſung Der Gleichungen keinen Einluß. 


s a | 
wWenn dagegen aus der Formel x * “+ Av FOY v2 


F 26: eine rationale Gleichung gefunden wird, fo fann diefe 


Gleichung Feine eatjomake Faktoren haben, weil ſonſt ihre 


Wurjzeln das Zeichen nicht bekommen wuͤrden, indem fie” 


zugleich Wurxein niedrigeret Gieichungen wären, Es iſt 
€ . aber 


Na 
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uber ſchon viel geleiftet, wenn nur die Würgeln irgend einer | 


Gleichung eines höhern Grades, die ſich nicht in Faktoren 


aufloͤſen laͤßt, angegeben werden; und es verdient daher 


Moivre vielen Dank, weil er von einzelnen Graden der Glei⸗ 
chungen eine in Faktoren unauflosbare Gleichung bekannt 
gemacht hat, deren Wurzeln angegeben werden koͤnnen. 


Wenn ſeine Formeln einen groͤßern Umfang haͤtten, ſo 
wuͤrde ihr Einfluß ohne Zweifel noch viel wichtiger ſeyn, 


da hingegen den Gleichungen, die in Faktoren aufgelöfet 


"werden können, bergleichen gar nice beygelegt werden kann. 


g 1 
s 
Doch wir kehren zuruͤck zur Befreyung jener Bor 


von der Irrationalitaͤt, die fie durch das Zeichen * hat. 
Nach der gewoͤhnlichen Methode die Wurzelzeichen wegzu⸗ 


bringen, würde man eine Gleichung befommen, welche den 


nten Grad weit überftiege. Denn wenn nut ein Wurzelzei⸗ 


chen da waͤre, oder man x 247 av hätte; fo müde die 


rationale Gleichung bis zu n Dimenfionen vonx aufſteigen, 


"und es ſcheint daher, daß fie viel mehr Dimenſionen enthal⸗ 


ten wird, wenn mehr Wurzjeljeihen von jenem Grade da 
find. Hangen diefe Wurzelzeichen gar nicht von einander 
ab, fo muß diefes nothwendiger Weiſe ſtatt finden. Allein 
da alle Poteftäten des eriten find, fo. will ich zeigen, daß man . 


die Gleichung rational machen kann, ohne höher. ald zum 


nten Grade aufjufteigen. so will nemllch darthun, daß die 


Gleichung 


— —————— — | 


“auf die Art von der Yerationafität befreyet werden Fann, 


daß bie fi ergebende rationale Gleichung die Poteftät za 


als. 


;®: 


_ | 


m 
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ale die höchfte enthalte, Es wird alfo dieſe Gleichung die 
Zorm 


za + Axnt Axa-2 } Bxn-3 +ıc.=o 


und jene Formel zur Wurzel baden; und da die Anzahl der. 


Wurzeln diefer Gleichung == n if, fo werden wir aus eben 
dieſer Kormel alle Wurzeln der Gleichung anzugeben im _ 


Stande ſeyn. 


⸗ 


§. 19. | 

& tie dieſes ein, fehe deutliches Merkmal von der 
Richtigkeit diefer Formel ift, fo verdient auch bemerft zu 
werden, dag die rationale Gleichung, weil die Form der 
Wurzeln — ı willführliche Größen enthält, ebenfalls n — 1 
willführliche Größen in ſich enthalten werde. Hieraus ers 
hellet, daß ſich jene Größen auf die Ark beftiimmen laſſen, 
daß die rationale Gleichung die, Dadurch gegebenen Eoeffis 
cienten A, A, B, C, ıc. befömmt, und wenn diefe Beſtim⸗ 
mung wirklich vorgenommen werden kann, fo gelangt man 
dadurch zu einer allgemeinen Auflöfung der Gleichungen, ihr 
Grad mag fepn, welcher er will. Auf diefe Art bat man 
wenigſtens Peine Urfache an der Möglichkeit jener Aufloͤſung 


‚zu zweifeln: Freylich finden fich dabey große Schwierigfeis 


ten, die Far in die Augen fallen werden, wenn wir die Anz 
wendung von jener Form machen, und Dabey von den eins 


fachſten Fällen anfangen. Der Kärze und Leichtigkeit we: 


PR Zu re 
* 


gen wollen wie den rationalen Theil » weglaſſen, ſo daß wir 
jedesmal zu ſolchen Gleichungen gelangen, in melden das 


zweyte Glied fehlt. Bekanntermaßen leidet dadurch die au⸗ 


gemeinheit unferer Auftdſuns mo 


nn C2 | ‚x. Auf: 
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u el 2 


| Aulldſungd der — isungen des zweyten Geaderr 


N .. 4. 20. > 
| er fey alfo, üm von den Gleicbungen we jepten ‚Star 
dei angufangen, n =2 Setzt man ⸗* 9 fo wird unfere 
. Korm 5 
ö . x v 
und rational gemacht giebt dieſelde 
xx m AAv. g 


Wergfeiht man nun diefe Gieichung mit der eligemeinen 


‚Som der Gleichungen des zweyten Grades, oder mit 


. XX = A, e 
in welcher das zweyte Sieb fehlt, pw 


Dan fege, damit dies Kat Anden eönne, 1, wird⸗ 


v * A 
und es ergiebt fi demnach aus’ der Gleihüng xx = A 
wenn man Y=ı u und vä fest; für die eine Wurzel Ä 


berfelben 
= Wr ey % 


‚Ba vVı iwei BWerthe hat, nemlich I. und in h finde 


andere Wurzel 
ıı wi ya —9* A 


wie von reibit klar in. 
2. 
ufkfng be ricungen deB beitten Grade 
| 8. an 


„St man a = 3, fo wird die Borm der Waurjel 


<= hy tdi 
| | Um 





9 


2. Von der Aufldſuns der Gleichungen ꝛc. 37 


+ 


im diefe Steigung: rationdi zu machen, nehme man ud 


derſt den Cubus davon 
‚3=Wvt 3UABvYv + —E TBwa 
Nun nehme ı man die cubifche Gleichung 

si 2 AXT B 
woraus, wenn man fie x den angenommenen wer 
ſchreidt, 


zart — +B- 

wird, und diefe Formel muß nun jener gleich gemacht wer⸗ 
den, ſo daß man ſowohl die rationalen aie die Irenttonnlen 
Thell⸗ einander gleich fegt. 


u §. 22% u — 
Die Vergleichung der rationalen Theite giebt 
B ze Av + B3v2 , 
und die Vergleichung ber irrationalen Theile 
AU 3AANBv, und 
AB = 3ABBv; , | 
aus benden folge ı 
A 3ABr. 
Denn alfo die eubiſche Gleichun 
'xı = 3WBvx + Asv2 + Biyz 
gegeben wäre, fo würde die eine urzet derſelben | 
( i EU NEE re 
ſeyn; und wären I, a und b die drey cubifchen Ani aus 
1: fo wären bie bepden Übrigen Buneln 


ı- Kai tr Baay2, un 


x == Abyr + Bhayr2. 
| € 3 Es 


— 


s8 


0 8 


33 1. Won den Steigungen 


7 if aber . | 
rm Bu 
= | 2. 

Es laſſen ſich aber auch umgetehrt, wenn eine 1 cube 


 Blihung © / 


x3 Ax B 
gegeben ig, aus den Coefficienten A und B bie Geoßen A, 


Bund v beſtimmen, und fo alle drey Wurzeln jener Gleis 


hung angeben. Da man nur zwey Gleichungen hat, fo 
kann man dabey einen von den Buchftaben A und B will: 


tuͤhrlich beſtimmen. Setzt man alſo W= ı, fo giebt die 


Gleichung | 
A= Zur = 3Bdr 
fuͤr B | 
Bm, ober Y = a 
av, 273 


| Bringt man ferner dieſen Werth in die erſte Sleichuns 


B= =zv}? Bravz 
ſo erhält mon z 
a em BET 
Aw ' . 27. 
und es wird demnach 
v=3BEY(EB> — „„A3) 
wo es gleich iſt, was fuͤr ein Zeichen man annehmen will. 


F. 2q. | 
Da auf dieſe Art der Werth für v gefunden worden, 


. do B⸗ 
nn 


u . 3 - u 
' ' BvVv?2 


F® 
x 


z— —— — 
* 


2. Von der Aufloſung der Gleichungen x. 32 
BY = — 
2 2Vv 
fließt, B werden die drey Wurzeln. der Gleichung 
x3 AxTFB 


Lı- Ver | 
—1* 


3 
Hl. x = avv} ar 
= ‚3VYv. 

. 3 i 
ron m=Wt un 
| \ 3Vv 

Da aber. 
„Hr 7 V(4B2 — A) 
= — As.. 
. iſt, ſo wird 
— Vas & * Ya ‚B2 — 372) m. 


_ = var x. V(B2 — 2743)) 

3Vv 
und hieraus fließen die gewoͤhnlichen Kormeln für die Auf- 
tung der cubiſchen Sleichungen. 


| Pr} | R | J u 
Auflöfung ‚det Gleichungen des vierten Grades, 


x | 25. 
\ 
Run wollen wir: n=4 ſetzen, woburd unfer Bunzet 
form in | - 


2 Mh + Ba Hof — 
As, und die Gleichung auffuchen, deren Wurzel die 
. €&4 \ Form 


R 


— 


40 I. Bon den Gleichungen. u 
Zorm-hat, Um hier die Ircationalitat weguſchaffen bedarf 
es nur einet leichten Rechnung. Denn da Yrv2 = vvif, 
fo nehme man die Gleichung i W 

x — dv Art yes 
und quadeire fie. Hierdurch wird 


x2 — Aa TBDdv = YAVv T2ACv + ce 
oder 
x? } 38 - 24) = 2Fıyv } aa + CEv)Y'r. 


| Quadrirt man abermalt, fo bekommt man felgende rationale 


Gleichung 
x4 + 2(BB — un 188 — 22025 


BBra⸗ au J SEW)Erx * ae ? CEv)2v 
vder 

24 = 2(88 } 24Cvart 4a} Ger) Br: Ya 

— Barı + C4v3 + «BD Er _ -UNEEvv. 


$. 26. 


Von diefer biquadratiſchen Gleichung if alſo die eine 
—* 


| x Av + Bye: * evvs 
und wenn man die vier biquadratifchen Wurzeln der Eins 

heit-ı, a, b und c nennt, alfo \ 
=V- , db=—1 me=—yr-ı 

fegt, fo wird 
ec 3=—Yoı=c 
=; DB-—-ımb; 

Bel 3d3=+Y—-ı=« 


Folglich find die äbrigen Wurzeln jene Gleichung 


— 








2» 


2. Bon der eufhfing ber Siicungen x. 4 


= ayıt wor vera 
| x = AbYv + Byv2 + Ebvvs 1% 
x=thtänetenn. 


1 . ” 
N 





$. 27 
| Es naßt ſich aber auch umgekehrt jede biquadratiſche 
Gleichung anf jene Form zuruͤckfuͤhren, und die Wurzeln 
V derſelben angeben. Denn ſollen aus der Gleichung 
samAr2;Bxtc j 
die Soefficienten: A, 8, C, und die Grdge v deſtimmt wer⸗ 
den, als worauf es bey der eeindang ihrer Bari rege 
⸗— vu ankommt: R 
. | J A 2608/ * AH) v; 
Be B=4UA.rECHMBv...., 0 
= Aar — Bavv rt Cava + 4UBBEN - — AACEHT 
ODER 
c= can + Cev)zv — (BB > —X + SUB BEN. 
Aus den beyden erſten Formein flieht .“ , 
Ä BBEr2XNOvr=3A. 


un Heer = EB_ 


4 \ ' 


4BY. 
und ſetzt man dieſe Werthe i in die dritte Gleichung, fe wird 
BB 
c= = 88 — 4A } BNBBENV | 
Nun giebt aber die erite dermel een. oo 


4AEv = A— 2BBy 


| and ſubſtituirt man auch dieſen Werth, ſo wird 
| ei | 
= BE ‚$AA T2ABOr - 48 vv 


6b Aaß alfo fon die beyden Buchſtaben | und € wegge⸗ 
ſhaft mm Bu 





€ 5 j g 28. 


ba) f 


4. 1. Von den Gleichungen. nn 


| | ; & 28. ——— J 
Da auf dieſe Art noch zwey unbekannte Srößen B und 
v uͤbrig bleiben, ſo kann man B willkuͤhrlich annehmen. 
Setzt man daher B = 1, fo muß v aus der Gleichung 

v3 — 4Av2 Fi(C $ 4AAyv — 7 BB e=o0. 
beftimmt werden, und hat man daraus v gefunden, fo find 
noch A ımd € aus den vorhergehenden Sieichongen zu ſu⸗ 
chen. Da alſo — J 

ET) Zr 


aut «= I zutvvı= — 


iſt, fo ergiedt ſich durch die Addition, Subtratin und. Er⸗ 
traction der Wurzel 9 


“1 Dal IE arte | 





°- = = vo t X Yo; ae 


I_- rt —— 


| are —ahT fawv 2 | 


— Zvataa un 
J Eu Vaart‘ u . 


.. | | 


. 29. 





Da dp EHE WR, fe 

find die Wurzeln der Gleichung 

x4 = Az2 fBxfC BR 
Nachdem mean den Werth von v aus der Gleichung 

nr - #Av2 } 200 4 3AAv — BB 0 

N gefuns 


00 .. 
. P} 


⁊ 


2. Von der Aufldſung der Gleichungen 43 
| gefunden hat, folgende: 
Lx= Veran tar in - 


U. x vv — Fass + aAr - — m) 
Mm. zur ? ar By har — am) 


vw.x=—Yi- Er Be Fahr — 4m) 


Auf dieſe Art pflegt man N Getanste Maßen die Auflöfung - 
der biquadratiſchen Gleichungen auf die Aufldſung der cubi⸗ 
ſchen Ele chungen sehen, . 


Auflöfung der Gleichungen des fünften Grades. 
| $. 30. 
Setzt man a 5, ſo berwanden fi unfe gorm in 


u Meg Bra Fey } Ds | 
und es Fommt zuvoͤrderſt darauf an, eine Gleichung vom 


| fünften. Grade zu finden, deren Wurzel auf diefe Art ausge⸗ 


druckt wird, oder jene Form von ihrer Irrationalitaͤt zu bes 
fregen. Allein biesbey zeigen fich große Schwierigkeiten, 
teil man gegenwärtig nicht mehr auf die Art verfahren 
kann, wie vorhin. Zwasr laſſen fi, wenn man 
xt = Ax3 FBx2 ̃ CaF D ' 
annimmt, und darin jenen Werth von x fubflituirt, vier 
Gleichungen machen, vermittelt: welcher je vier Wurzelzei⸗ 
chen weggebratht werden koͤnnen; aber die Befimmung der 
angenommenen Duhfaben A, B, G und , ent, nicht von 
Ratten, 
no 4 31. 


44 Von den Bridungen, et 
$. 3 - 

Ich bin daher auf einen —8 Be verfailen, bee bey 
jeden Grade Anwendung leidet, und wobey zugleich erhel⸗ 
let, daß die rationabe Gleichung ‘den nten Brad. nie übers 
feige. Es beruhet derſelbe auf der Natur der Gleichungen 
ſelbſt, und auf der Art die Coefficienten der Glieder aus allen 
Wurzeln zu beftiminen, Da mir fremlich alle fünf Wurzeln 
‚ bee gefuchten Gleichung Tonnen, fo find wir nach den bekann⸗ 

‘ten Regeln auch im Stande, die Eoefficienten der Glieder 
der Gleichung zu finden. Es ſeyen alles, a, b, e and d die 
fuͤnf Wurzeln des fuͤnften: Grubes eus r, oder die Wurzeln 
der Gleichung 2? — 1* 0: ſo iR, wenn man die Wurzeln 
der geſuchten Gleichung ⸗, A, x, Fund nennt, 


BE Wr + Bi + [3275 T Din 

u 2 = Hay t Baiyız * any * Bari 
y= = by + BY * Gyr: + Diayvs | 
’ = ur + Bayı * ceꝛ va —R 
ww 2 Barvs t —R t Biere. 


! ,. 32. 

. Diefe Beſtimmung der Wurzeln =, &, y, 3 und J vor⸗ 
aucseveen/ nehme man die Sleichung 

— Art } Axt ba F On Dmo 3 
an. —* iſt | 

A: der Summe der. Wurjzein 

A == der Summe der Produkte auf ie zweyen — 

u == der Summe der Ptodukte aus je dreyen \ 
C ze der Summe der Modukte aus je bieren 
D == dem Produkte aus allen fünf Wurzeln. oe 
- | | - Run 


2 Bon der Auflöfüng: der Bleigungen ꝛc. as 


Run fey der aroßern keichtigbeit wegann.. 

7. 2e Tr 1° 1° 

R>eateitnefite 

R 43 pr #53 4:53 per. 
Sszaurptyttlrtıe 


T: LEE ET 
ho... 
AmB..vio din , 
AP — W=.:- 
3,7 — — on 
in ie, TE 
‚ Co — 
3 
= BP — aQ FAR: —.8 
vorn Dos un 


— gstr .: 


| Ve ae EV 


© 33. 


Am die Werche P, &,R, 5, Tu Aabelden muf man. 
dubon alle Poteſtten der Wurzein der: Einkeit 1, 4,55 6; d 
ſummiren. —— Die Dunn der le: _ 
1m ofind: ſo iſt En, 2 

tra Per x: RG .. | 

1 F. a⸗ pꝓphahrr + DA, FE. o,. 

sy Ph Par - - 

ri erpbepe ia nn. 

cat: es penx a 
Sie Sanimanheroihtten, der:nehenten. 165: Di * F 
zehnten Poteſtaͤten verſchwinden ebenfalls, die Summe der 
zehnten Poteſtaͤten aber wird wieder =5,baa’ =ı; 
br = il zer Dr ua Mir: Der Kuͤrge wegen ‚ Ehmnen 
wo der gegenwärtigen Rechmng Ve un "ira 
laſſen 


vom . 
mu > 


\ 


) 


46 - I. Bon den Gleichungen. 


laſſen werden, wenn man-nus vor Mugen weg, daß am 


Ende mit den Buchfaben 4, ®, €, D, die @röfen vr, vs, 
| Yr3, Yra berbunden merden muͤſſen. 


83%, 


Addirt man nunmehe Die Wurzeln =, 4, 7, N .: fo wird 


P=Aıtatdtctd 7 3Cı tra? they c2 702) 


te =o u 
und geht man ju den beige Dorefäten fort, fo findet mon 
‚außerdem um \ 
 P=o Bu 


Q210(4D * BE). 
= ı5(AAE HAB F 80% 7 620) 
Ss = 200138 + RE3 + BSD + ED) + 
z30(AuDD. + UBEE) + 120NBEH“” 
Ta5urBrEotDds) * 
100(UIECD + ABIE BC3D + ABD3) Fu 
150 102 D2 $ WIBE> + BIED> + 42339), 
Dier Fommen Feine andern Produkte vor als ſolche, welche 
bey Hinzufügung der Wurzeljeichen. bie Voteſtaͤt von v va 
tional machen; mit andern Worten, wenn man dem Buchs 
ſtaben X eine, dem Buchſtaben © zzwey, deut Buchftaben € 
drey, und dem Bachſtaben D vier Dimenfionen giebt, To iſt 
die Zahl der Dimenſtonen in: allen Diefen Produkten durch 
fünf theilbar, und der Coeffittent eines jeden Produkts ift 
das fuͤnffache des Eoefficienten, welcher dieſem Produfte 
nach den Seſchen der Combinationen ialonnen w wärde, 


a... | 
„Deal? mo Dnin ud Amo, m. fe 


—28RC eich N 
| N ze 


— — 
— 


2. Von der Aufldſung der Gleichungen ꝛxc. 47 


Ds 


i = — 40; Bir: 


= — 4Q-- I; wD=— PO FAR HIT 
u Es ift demnach 
== 3[1D + BE) 
B = s(UUE + AB2 BDa 4820). 
ce= — 5AB B3D TAT + ED>) t 
5(42D2 } 9262) — zaBe d 


D As * B⸗ r E HD en 


sHSED + WB3E + BEID + UBDS) + 
. SCUE2D2 + A2BE> FB2CD> + Y2PED). 
Mit diefen Gliedern aber müffer die zugehörigen Poteftären 


. von v verbunden werden, wenn n man ihren wahren Werib 


haben will. 


[3 - v 


no $ 
Wenn alfo folgende — worin A und C.die ent⸗ 


‚gegenftehenden Zeichen haben, gegeben ift 


.». aSıza Ax3 $Bx2 Cx +D 


| und die Eoefficienten derfelben folgende Werme haben, 


A 5(AD BC)v 
B 5(A2C* AB2 + BDar * C2 Dv)v 


J Co 5(423B Fr BD + ACIv + EDsvv)v — 


5(A2D2 + Brla)vv * 5SABEDY2 
D=4vrBvar Ev Pr Dive 
x s(ASCD + —XR + BEIDr + —* 4 
5(42B2D A2BCE2pPACa2Dav DEBVV?, 


fo find die fünf Wurzeln davon - 
== Avv + Byv2 * iv 4 Dra 
Il, x * —8 * Bazy'vz * Gasyy: % Daa ya 


. " | 5. 
IU. x Art Bhayy2 26053 2 Dyayv4 
. | IV. 


⸗ —3 


48 0 Von den Gleichungen. 


Iv. x Ar + —R * J * —BRB 


ee My‘ r Hdayya * — + Ddayva 


wo a, Ye e und d die fünften Wurzeln der Einheit außer ı 


bedeuten, deren imaginäre Werthe befannt find, - 
| ar 

Wenn man nun umgekehrt aus den gegebenen Coeffi⸗ 
cienten A, B, C, D, die Größen U, B, C, D und v beftimmen 
fönnte, fo Hätte man eine allgemeine Auflöfung aller Gleis 
chungen vom fünften Grade. Allein hierin beſteht eben die 
Schwierigfeit, da man- feinen Weg kennt, die Buchſtaben 
A, B, € und D, wovon einer willkuͤhrlich angenommen wer⸗ 
den kann, nach und nach auf die Art wegzuſchaffen, daß 
bloß Die Größe v und die Coefficienten A, B, C und D ineiner 
Gleichung zuruͤckblieben, die Feine überflüßige Wurzeln ent: 


- »hielte, Dan hat indeß Grund zu vermuthen, daß man, bey 


gehörig angeftellter Elimination ‚endlich zur Beſtimmung des 


Werths von v zu einer Gleichung vom vierten Grade gelans 


gen würde. ‚Denn wenn man eine Gleichung von einem hoͤ⸗ 
hern Grade-fände, fo würde der. Werth von v Wurzelzeichen 


"von eben diefem Grade enthalten, welches nicht-fatt finden 


kann. Da aber die Menge der Glieder dieſe Arbeit fo ſchwer 
macht, daß Fein Erfolg zu hoffen fteht, fo wird es nicht un⸗ 
dienlich fepn, einige weniger allgemeine Fälle, die nicht zu 


ſo verwidelten Formeln führen, zu betrachten. 


\ $. 38. j 0 ur 3 
In dieſer Abſicht wollen wir den Buchſtaben A, B, C 
und D ſolche Werthe beylegen, daß dadurch die Rechnung 
abgekuͤrzt werden kann, und zuvoͤrderſt BSo, Co, 
DO =afegem "Auf dieſe Art bekommen wie 


| 2. Von der. Aufldfung der Gleichungen ic. 49 
b A=0; Bo C-=0} wdD=NSv 


woraus = Yr folgt. Wenn daher folgende Gleichung 


xs$ =D 


gegeben iR, fo find ihre fuͤnf Wurzeln 
I. x — D 


II. x avD 





11. <= byD 


0 IV. =D 
: * 
V. * dD 
Da dieſer Fall von ſelbſt klar iſt, fo war es git davon 
auszugehen, damit die Anwendbarkeit unſerer Methode auf 
die befannten Fälle einleuchtend wuͤrde. 


⸗2 


$. 39. a F ..o. 
Nun mögen von den Buchſtahen A, B, C und D zwey 
verſchwinden, weil, wenn man drey =o werden laͤßt, fie mds 
gen ſeyn welche fie wollen, allemal der vorige Fall wieders 
kehrt. Es ſey ao = 0 und D=o, oder eine Gleichung 
zu ſuchen, deren Wurzel , 


—. 34 


x Wr + 8* v⸗ 
iſt. Bey dieſer Vorausfetzung wird 
A=0; B=sNB2; Cm 5\3Bv; 
DW edv 

und die gefuchte Gleichung ift demnach u 
ss = 5ABavx⸗ * 5A2Bvx + Asv t geiz 33 
Veraleicht man Nefche ‚mit, folgender Form 
= SPxx # SQx R 
en fo wikd | 
In, | D ABer 


Li 


30, 18m den Gleichungen. 


Br = md WO Q 
allſo 


Hierdurch gelangen wie zur. Aufldſung folgender fpeciels 
len Sleichung des fünften Grades. 


x‘ EL LEE 1 +2 u 


Denn da = = VI und u. =. v2 iſ— ſo wer⸗ 


den die fuͤnf Wurzeln Nneben folgende: 


een 5 5P3 
De 5 2 —— — 


‘ 


I ee 


\ Pen | 


[28 & 2 


a ng or 
w. x ar + ar 
u Pe 1% 5 ‘sp 3 , 
, v. &. = Da 7 —— 


Dieſe Gleichung woeichi von der Moloriſchen nicht ſehr ab, 


und da fie ſich nicht in Kaftoren auflöfen läßt, fo verdient 


die gegenwärtige Auflöfung um fo. mehr bemerft zu werden, 


J 


3 
. an 


%: 


V 


€ 


02 = der Aufloſung der Gleichungen ꝛc. gı 
N “ 

§. al | 
Man kann 1 Diefe Gleichung auch von den Brächen bes: 


freyen, wenn man Pe== MN und GCMaN fegt. Man - 


bekommt nemlich durch dieſe Sudſtitution die Gleichung 
xsf = 5MNzx' r sM3Nx + M3N + MN3 
deren Wurzel 


* —RX + MN 


iſt. Bedeutet a irgend eine von. den fünften Wurzeln der 


Einheit, ſo iſt die algemeine Korm der übrigen Wurzeln 
x. aYM3N + a2YMN2 oo. 


Setzt man z. B. M=ıundN=2, fo if die Wurzel der 


Sleichung 

af ioxx liox 76 9 
algemein auggedeuct 
x a⸗ 2 *. a⸗ 4 


und. dieſe Gleichung ift von der Art, daß fie auf feinem. ans 
dern Wege aufgeldjet werden kann. , . 


w 


| Kr a. 
Wenn ı man B und D verſchwinden läßt, f kommt 9— 

auf eben denſelben Fall zuruͤck. Es wird nemlich alsdann 
Am 03 B= sv, C= 5AC2vv — 
DArvr CCv3 | \ 

‚und, ‚wenn. man alſo die Gleichung 

| So X$ ı5Pxx F 5Qx FR ⸗ 

annimmt, fo daß P = A2Cr und Q= wert wird: 
ergiebt ich u 

nn u und zer 


. ’ R m‘ 
Fe | 


vieraus fie Di vorhin. u u 


..r 
nn 


Bd 


——— Te 
„e PET 


u 


"38 | I. Bon den oe . 


>17 


- m 


de eben nfs findet man Biefelben Bureln. Ein gleiches fins 
det fatt, wenn man entweder W=o und B=o, oder 
A=ound E=o fegt. Laͤßt man aber A und D, oder 
B und € verſchwinden, fo finden ſich einige Verſchiedenhei⸗ 
ten, und es wird daher nüglich ſeyn, diefe Fälle genauer zu 
erwaͤgen. | 
9. 43. U 
Es ſey alſo B=o und E=o,. Alsdann befommt man . 
A=54Ddv; B=0, C= — 5YWADDıv; | 
D=%vt Ds 
Setzt man daher ADv— P, fo wird 
| AM- 5P wc=—5PP, 


ferner 
DD - 45 * — Dsva)2 und Av — Diva = 
VOD —4PS). 
Kolalich 
Av =3D * 3V(DD — 4PS) u 


Dsv4 = #D — AV DD — aPs), 
TR daher folgende Gleichung gegeben 
09 m 5Px3 — 5PPx FD 
fo ift jede ihrer Wurzeln 
‚x=ay (dDr3V (DD-4PS))ra4Y (4D-4V (DD-4P8)) 
Dieſes iſt die Sleichung, d deren Aufloͤſung Moivre gelehret 
hat. | 


s 44 
Es laſſen ch aber aus der allgemeinen Kormel unzähs 
lige Sleichungen vom fünften Grade ableiten, deren Wur⸗ 


zeln angegeben werden konnen „ ohnerachtet die Gleichungen 
ſeldſt 


⸗ 


No 


2. Bon ber Auflöfung der Gleichungen ꝛc. 53 


ſelbſt die Aufloſung in Faktoren gar nicht zulaſſen. Denn 

haben die Soeficienten ber Öleichung des fünften Grades 
=Ax3 tBx2 Cx * D 
folgende Merihe: 


A= — k3) 
| gk 


B= 





— (m J— —n2k3) — G- wen) 


— — 

mhggkkrr 
(mem #n)g6 — (m2 P mn — n2)g3ks 
Pn(m — n)ko)rr — ———— 


Cc= (g3(m2g3 — —* — 


ti 


er —nnk’)-(m’g’ nk fa gtrn’k®) 


“ - — n2k3r4) 5 2 
kk 
| .: .” * m nng AI m’g’rm’ 8’-n’k)-2m’ göfnka)rkkr) 
„IE Km’ n’k?)  Stmtngsk>) 
2mngkrr u  Zmngk 


fo kann man, allemal die Wurzeln angeben. 
u 5. 45. W 
Man ſetze, der Kuͤrze wegen, | 
T = (m2g3 — - n2k3)2 — 2/m2g3 rt näk3) ir $ rs 
| und daber ſey | 
l mie - -n2k3)3 


_.— (m2g3 — n2k3m2g3 4 —R | 
_-_ n2k3r4 — 


7 ((m2g3 — n2k3)2 — n2ksır)yY’T ] 4. 


D 3 Qu 


x 


N 


54: 1. Bon den Gleichungen. 


(m2g3 _ n2k3)3 u 
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$. 46. 
Um zur Erlaͤuterung ein Paar Benfpiele Singuufügen, 
fa. fließet darandı: j 
ı dab die Wurzel der Gleichung 
= x T zax? — sox = 98. 
folgende 


_- Yan + Y 184 vr) 
. NV Ve 
| und 
I die Wurzel der Gleichung 


⸗ 


| x 2625 x r 16600 
folgende ſey— a Ze 


ı= = Yiss * —8 * — 225035 * uv so) + 


* 225(35 — uyıo)?T * 7505 — VaY'ı0).' 
Diele Ä 


u) 


3. Bon der Auflbſung der Gleichungen ıc. 55 


Diefe Fälle verdienen um fo mehr bemerft zu werden, weil 
ihre Auflöfung auf Feine andere Act möglich iſt. Auf aͤhn⸗ 
liche Art laſſen ſich dieſe Unterſuchungen auf die hoͤhern Glei⸗ 
chungen ausdehnen, und es iſt leicht von jedem Grade eine 
unzoͤhlige Menge yon Sleichungen zu finden, deren Aufloͤ⸗ 
ſung nach andern Methoden gar nicht von ſtatten geht, da⸗ 
von man aber gleichwohl nach der gegenwaͤrtigen nicht bloß 
eine, ſondern alle Wurzeln angeben ann, v 


Da 3: Bon 


3. Bon der Auflöfung der numeriſchen 
Gleichungen. . 
Vom 
Herrn fa Grange. 


Aus dem 23ſten Bande ber Memoiren ber Königlichen Akademie 
der Miffenfchaften au Berlin., nn 


Ti iR der erſte unter denen, welche eine allgemeine 

Methode numerifche Gleichungen aufzulöfen mitgetheilt has 

benz allein bey: aller Vervollkommung und Simplificicung, 

welche feine Methode durch Harriot, Dugtred, Pell, und an: 

dere erfahren ‚hat, -ift-fiedoch noch immer fo zufammengefeßt, 

und wegen Der Menge von Operationen, welche fie erfordert, 

’ u fo abſchreckend, daß die Mathematifer auf ihren Gebrauch 
Verzicht gethan zu haben feheinen. Die gewöhnliche Dres 

Ä thode, welche von Newton herruͤhrt, ift fehr leicht und eins 
| fa. Es wird dabey. vorausgefekt, daß man den Werth 
| der gefuchten Wurzel wenigſtens bis auf ein Zehntel nähes 
/ rungsweiſe gefunden habe. Dann bringt man dieſen Werth 
um eine neue unbekannte Groͤße vermehrt, in die gegebene 
Gleichung, und bekommt dadurch eine neue, deren Wurzel 
dasjenige iſt, was man zu der vorigen hinzuthun muß, wenn 
u fie genau fegn fol. Da aber diefer Theil nach der Voraus⸗ 
' | ſetuns Fein Zehntel beträgt, fo kann man in der gefundenen 
| Slei⸗ 


- — — — .* 


| felben abjuhelfen. 


— 
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Gleichung das Quadrat und die höhern Poteftäten der uns 


befannten Größe aus der Acht laffen, und auf diefe Art 
verwandelt fich die Gleichung in eine Gfeichung des erfien 
Grades, woraus man den Werth der Wurzel in Zehntheis 
len fehe leicht und bald findet. Indeß ift auch diefer Werth 
nicht genau, fondern nur näherungsweife gefunden; allein 
man Pann ſich defielben bedienen, um auf eben dem Wege 
einen genaueren Werth zu erhalten. Geht man auf diefe Art 
fort, fo befommt man bey jeder Operation einen neuen Deris 
malbruch, welchen man entiweder zu dem vorhin gefundenen 
binzufegen oder davon wegnehmen muß, und findet alfo die 
Wurzel defto genauer, je weiter man fortgeht. 


Man Fann auch, wie Halley gethan hat, immer wieder 
jur gegebenen Gleichung zurüctehren, indem man darin 
anftatt dee unbefannten Größe die immer genauer und ges 
naner gefundene Wurzel, um eine unbefannte Größe ver⸗ 
mehrt, fegt; und diefer Weg fcheint i in gewiſſer Abſi icht noch 
einfacher und bequemer. 


Auf dieſe Art pflegt man die numeriſchen Gleichungen 


nuͤherungsweiſe aufzuldfen. Es hat viele Mathematiker ges 


geben, welche diefe Methode noch genauer: und leichter zu 
machen gefucht haben, indem fie thelld auf die Glieder mit 
rRuͤckſicht nehmen, in welchen die unbekannte Größe in der 
zweyten Poteftät enthalten ift, theils allgemeine Kormeln 
geben, vermittelft welcher man den Werth des iu der nähes 
tungsweife gefundenen- Wurzel hinzuzufügenden Decimals 
bruchs auf einmal finden fann. ‚Allein defto weniger hat 


‚ man die Unbequemlichfeiten, oder vielmehr Unvollfommens 


heiten bemerkt, welche diefer Methode anfleben; wenigftens 
hat. meines Willens noch Niemand Mittel angegeben, dens. 


. A 
% 
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Die ef und vornehmfte diefer Unvollkommenheiten 


” befteht datin, daß dabey die Erfindung des Werths der. 


Fu 


Wurzel: bis auf ein Zehntel vorausgefegt wird. Denn da’ 
man noch Peine: allgemeine und fihere Regel: bat, von jeder 


.. gegebenen Gleichung den Werth ‚einer jeden Wurzel näher 


rungsweiſe zu finden, fo it jene Methode eigentlich nur in dem 
Falle anwendbar, wo man den Werth der gefuchten Wurzel _ 


ſchon zum voraus ungefähr zu - ‚beftimmen im- Stande ift. 


Zwar bat Rolle eine Methode mitgerheilt, fich den Wurzeln . 
der numerifchen Gleichungen fo fehr zu nähern, al8 man nur. 


will; allein es ift dDiefelbe nicht allemal ſicher, zumal, wenn 
die Öleichungen imaginäre Wurzeln haben. In diefem Kalle: 


läßt fie unentfchieden, ob die Wurzeln reell find oder nicht. 


Die zweyhte Unvotlfommenheit betrift die Natur dieſer 
Methode felbft. Man vernachläßiget darnach bey jeder- 


Dperation Blieder, deren Werth man nicht kennt, : fo daß 


man außer Stande ift, den Grad zu kennen, bis auf welchen 
man ſich dem wahren Werthe genähert hat. , 


Huch Pönnte es ſich vielleicht ereignen, daß die Reihe, 


welche die gefüchte Wurzel giebt, nur wenig connergirte, 


"fen, daß diefes nicht feyn Fönne, ’ 


oder daß fie, nachdem fie eine Zeitlang convergiet hätte, zu 
divergiren anfienge. Man hat wenigftens noch nicht bewie⸗ 


Endlich mag dieſe Reihe immerfort condergiren, ſo 


giebt ſie doch auch dann die Wurzel nur naͤherungsweiſe, 


wenn dieſelbe eine Rationalzahl iſt. Es iſt freylich wahr, 
daß man fuͤr dieſe Wurzeln beſondere Regeln hat; allein es 
bleibt gleichwohl immer ein Fehler der gedachten Methode, 


daß ſie den Werth dieſer Wurzeln nicht genau angiebt. 


2. 1. 


| / 
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§. 1 


Methode, den Werth jeder reellen Wurzel’ einer 
jeden numerifchen Gleichung in ganzen Zahlen - 
fo genau als möglich zu finden. 


ı Befter Lehrſatz. 
er eine Gleihung gegeben, und hat man zwey Zahlen 


| von der Beſchaffenheit, daß die Subſtitution derſelben in der 


Gleichung ftatt der unbekannten Größe, Werthe von entge⸗ 
gengefegter Art, oder mit entgegenftehenden Zeichen giebt: 
fo hat die Gleichung zum menigften eine reelle Wurzel, und. 
der Werth derſelben liegt zwiſchen diefen Zahlen, | 


Diefes Theorem if Schon ſeit langer Zeit bekannt, und’ 
man pflegt’daffelße vermittelft der Theorie der Eurven zu bes: 
weiſen; es läßt ſich aber der Beweis auch unmittelbar aus 
der: Sheorie dei Gleichungen führen, und zwar auf fols‘ 
gende Art. Es fen x die unbefannte Größe der Gleichung, 
md «, Bi y, ic; die Wurzeln derſelben. Died vorausgeſetzt, 
ſo iſe die Form der Gleichung, wie bekannt, “ 2 

(x — ) x - Alx—y)....=0o u 
Nun fegen p und q die Größen, wache, für x in die lets 
‚ hung gefeßt, Werte von entgegenftehender Art eben, 10 
muͤſſen folgende beyde Größen 

Een en. I 
| = 4) (q — Ba — Tr... | 

entgegenftebende zeichen haben, und «8 maſſen daher zum 
wenigſten zwey zuſammen gehörige Foktoren, wiep— a 


und q — a, einander entgegengefeßt ſeyn. Es wird daher 


auch unter den Wurzeln der Gleichung zum wenigſten eine 
« ſeyn, die zwiſchen die Zahlen p und q fällt, das heißt klei⸗ 
° — i ner F 


oT Bon den Gleichungen. 
ner als die größere, und größer ale die Fleinere von ihnen 
iſt; und.diefe Wurzel muß nothwendig reell feyn. 


— 


— | | "4 Erſter Zuſatz. 


| Menn Daher die Zahlen p.und q bloß um eine Einheit 

ſoder um eine Zahl, die Pleiner ift als die Einheit, verfcies 
den find, fo ift die Fleinfte von diefen Zahlen, wenn diefelbe 
eine ganze Zahl ift, oder die ganze Zahl, die zunächft kleiner 
ift als die Bleinfte von beyden Zahlen, wenn diefe Feine ganze 
Zahl ift, die ganze Zahl, welche der einen Wurzel der’ Glei⸗ 
bung am nächften liegt. Wenn die Differenz der Zahlen 
p und q größer iſt als die Einheit, fo nenne man die ganzen 
Zahlen ‚, die zwifchen p und q fallen, n, nFI, n7 2, 26 
Segt man darauf nad und nach in die Stelle der unbes 
fannten Gtöße,p, n, n IINI 2, ⁊c. in die Gleichung, 
fo findet man nothwendiger Weiſe zwey unmittelbar auf eins 
ander. folgende Zahlen, welche entgegengefegte Werthe ges 

. ben; und da diefe beyde Zahlen bloß um eine @inhejt unters 
ſchieden find, fo findet man aus ihnen nad) dem Vorherge⸗ 
henden die Wurzel der Gleichung in ganzen Zahlen fo genau, 
als man fie finden kann. 


3 Zweyter Zuſatz. 


Jede Gleichung, deren letztes Glied negativ iſt, voraus⸗ 
geſetzt, daß das erſte poſitiv ſeh, hat zum wenigſten eine reelle 
poſitive Wurzel, und man findet daher dieſelbe, ſo weit ſie 

‚in ganzen Zahlen gefunden werden kann, wenn man darin 

| anſtatt der unbekannten Groͤße nach und nach die Werthe 
0, 1, 2, 3, ꝛc. ſetzt, dis man dadurch zwey Werthe bekommt, 
die entgegenfchenbe zeigen haben, .. 


Denn 


- 
, 
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Denn läßt man das erfte Glied xm und das fette — H 
ſeyn, fo daß H eine pofitive Größe bedeutet: fo hat man, 
wenn man x == o fegt,' den negativen Werth, — H, und 


wenn man x eoo macht, den pofitiven Werth om, Alfo ” 


iſt in diefem Kalle p=o und g= =; folgli die ganzen 
Zwifchenzahlen 1, 2, 3, 4, 2C., fo daß der zweyte Zuſatz at an⸗ 
gewandt werden ann. 


Hieraus erkennt man 


1) daß jede Gleichung von einem ungeraden Grade, deren 
letztes Glied negativ ift, nochwendiger Weiſe Eine reelle 
poſitive Wurzel hat, 


2) daß iede Gieichuns von einem ungeraden Grade, deren 
letztes Glied poſitiv iſt, nothwendiger Weiſe eine reelle 
negative Wurzel hat. Denn verwandelt man xin—x, 
fo wird das erfte Glied der Gleichung negativ, und folglich, 


wenn man nunmehr die Zeichen aller Glieder verändert, 


um das erfie Glied wieder pofitiv zu machen, dag, legte 
negativ. Es hat folglich diefe veränderte Gleichung eine 
seelle pofitive und alſo die urſpruͤngliche eine veelie negative 
Wurzel. 


. 3) daß jede Gleichung von einem geraden Grade, deren nie 
tes Glied negativ iſt, nothwendiger Weiſe zwey reelle 


Wurzeln, eine pofitive und eine negative hat. Denn eins 
mal hat diefelbe eine reelle pofitive Wurzel, und da das 
erfte Glied, wenn man x in — x verwandelt, pofitio 
Hleidt, fo hat diefe veränderte Gleichung ebenfalls eine 
reelle pofitive und alfo die urfpeüngliche Gleichung eine 
seeile Negative Withel 


4. An⸗ 


.* 


— 


: Ändert zu werden braucht: fo wollen wir in der Folge der 
Kürze wegen bloß die pofitiven Wurzeln betrachten. Wenn 


— 
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4. Anmerkung. 


Da man allemal die negativen Wurzeln einer jeden u 


Gleichung in pofitive verwandeln Fann, indem dazu dloß das 


Zeichen der unbekannten Größe in Das. entgegenftehende vers 


alſo die Wurzeln einer Gleichung umterfucht werden follen, 


ung betrachten. Dann wollen mir die Zeichen aller derer 


Glieder, in welchen die unbefannte Größe in einer Poteſtaͤt 
mit einem ungeraden Expoͤnenten vorkommt, in die entge⸗ 


genſtehenden verwandeln, und die poſitiven Wurzeln dieſer 
neuen Gleihung unterfuhen. Dieſe Wurzeln negativ ges 


1 


‚fe woller: wir zuvboͤrderſt die pofitiven Wurzeln diefer Gleis 


SOLL 


nommen find nemlich die negativen Wutzein der gegebene n Be 


Gleichuns. 


5. Zweyter Zehrfa tz. 


Wenn man in einer Gleichung, die eine oder mehnere 
reelle und ungleiche Wurzeln hat, an die Stelle der unbe⸗ 


kannten © ‚Be noch und nach zwey Zahlen fegt, davon die \ 


eine größer, die andere aber Pleiner ift, als die eine von dies 


fen Wurzeln, und welche zugleich, von einander um weniger - 


unterſchieden find, als diefe und irgend eine andere reelle 


- Wurzel der Gleichung: fo geben diefe beyden Subftiturionen 
nothwendiger Weiſe zwey einander entgegengeſetzte Werthe. 


Es fey = eine ꝙon den reellen und ungleichen Wurzeln 
der Gleichung, und 8, y, 8, ıc. die übrigen. Ferner ſey € 


der Bleinfte von den Unterfcbieden zwiſchen der Wurzele und. 
wenn manp>a,g<aundp— q< e nimmt, die Größen 


:P—P 


ieder.der übrigen reellen Wurzeln. Alsdann ift. klar, daß 


po. und g— = entgegenftchende Zeichen, die Größen - 
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pP—-B,p-Y hingegen diefelden Zeichen haben werden, 
als die sugehörige Größen q — A d—v,ı. Denn follten 
p — Bund q — 8 entgegengefegte Größen feyn, fo müßte @ ⸗ 
ebenfalls zwiſchen p und q fallen, welches unmöglich if. Es 
haben alſo die beyden Groͤßen | 
ET TABTNne 
(-g-tg—nN. 
d. h. die Werthe, welche man befommt, wenn man p und g 
ftatt x in die Gleichung beingt, entgegengefegte Zeichen. „ ' 


X 
@ 


6. JZuſatz. 
Wenn man daher in einer Gleichung an die Stelle der 

unbekannten Groͤße nach und nach die Glieder einer arith⸗ 
metiſchen Progreſſion 

0,4, 24, 3A, NN 
ſetzt, ſo werden die daher entſtehenden Werthe eine Reihe 
bilden, in welcher eben fo viel Abwechſelungen der Jeichen 
fi befinden, als die Gleichung reelle pofitive und ungleiche 

. Wurzeln hat, deren Unterfchiede aber nicht Pleiner find, als 

- die Differenz A der Progreffion. "Nimmt man alfo A gleich 
oder Pleiner an, als den Eleinften Unterfdied zwiſchen den 
pofitiven reellen und ungleichen Wurzeln der Gleichung, ſo 
muß die gedachte Reihe nothwendiger Weiſe eben fo viel 
Abwechslungen der Zeichen enthalten; als die Gleichung reelle 
poſi tive und ungleiche Wurzeln hat. 


Pr 2 


* 


Wenn folglich die Differenz N glei oder kleiner 
als die Einheit, ſo ſindet man auf dieſem Wege zugleich den 
Werth jeder von den reellen poſitiven und ungleichen Wur⸗ 
zeln der Gleichung, fo weit ſich derſelbe in ganzen Zahlen 

| ausdruden loßt, nah Nr. 2. Zuſatz I, 


zo ' En Wenn 
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Wenn eine Gleichung nicht mehr als eine reelle Wurzel 
“ haben kann, oder wenn die Unterjchiede ihrer Wurzeln, im 


Fall fie deren mehrere hat, nicht kleiner find als die Einheit, 
fo iſt Far, daß man A = 1 fegen fann, d. h. man Fann in 
dieſem Fall die natürlichen Zahlen, o, 1, 2, 3, ıc. nehmen, 
und fie nach und nach im der Gleichung an die Stelle der uns 
befannten Größe fegen. Allein wenn die Unterfchiede der 
ungleichen Wurzeln einer Gleichung kleiner ald die Einheit 
‚find, fo muß man A Pleiner als die Einheit, ımd fo anneh⸗ 
men, daß es dem kleinſten Unterfchiede dieſer Wurzeln gleich 
oder Kleiner wird als derſelbe. Alfo fommt es nunmehr dars 

auf an, der Differenz A\ einen ſolchen Werth zu geben, der 
den kleinſten Unterfchied zwiſchen den poſitiven und unglei⸗ 
hen Wurzeln der gegebenen Gleichung nicht überfteigt. Die 
Art und Weiſe davon foll bet Segenftand des folgenden Pto⸗ 
blems ſeyn. 


7. Sufa B. 2 - 
Jede Gleichung, die nicht mehr als eine Abwechslung 


der Zeichen hat, kann aud nur eine reelle pofitive Wur⸗ 
zelhaben. | 


\ v 


Das iſt zuvoͤrderſt jogleich klar, daß die Gleichung noth⸗ 
wendiger Weiſe eine reelle poſitive Wurzel haben muß, weil 


. ihr letztes Glied ein Zeichen hat, welches das entgegenger 
fegte von dem Zeichen des erſten Gliedes ift. 


Nun fey, vorausgefegt, daß das erfe Glied pofitiv if, 
wie ſolches gemöhnlich ftatt findet, X die Summe aller pofis 
tiven Glieder der Gleichung, und Y die Summe aller.nega> 
tiven, fo daß die Gleihung duch X — 0 ausgedrudt 
werden kann. Da nad ‚der Vorausfegung nur eine Abs 

| | wechs⸗ 


a er 
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wedbslung der Zeichen ſtatt finden ſoll, ſo iſt klar, daß die 
Poteftäten der unbefannten Größe x in dem Polinonium x 
insgefammt höhere Poteftäten feyn muͤſſen, als die in dem 
Polinonium Y. Wenn alfo x" die niedrigfte Poteftät von 
xinXift, und vo ſowohl X ale Y durch xr dividirt, ſo 


enthaͤlt die Gröge = — fauter Poreäten von x mit pofitiven, 


und die Sröie — iauter Yotepäten bon x mit negativen Er⸗ 


ponenten. Hieraus fölgt, daß der erth von * mit x wach⸗ 

ſen und abnehmen wird, töofeen nicht X * xr enthält; 
X J r 

denn in diefem Falle würde — eine beftändige Größe feyn; 

hingegen wird = wachſen, wenn x abnimmt, und abneh⸗ 


men, wenn x zunimmt. Nun ſey a eine reelle und pofitive 
Wurjet der Gleichung, ſo hat man 


ma; x=Y, und alfo auch 
EEE 
Setzt man Baer ana x Zahlen, die geößer find ald a, fo 
wird allemal = > — und folglih X - Y aieich einer pos j 
fi tiven zahl; fest man aber anftatt x Zahlen, die tleiner 
ſind ale a, ſo wird allemal = < =, und folgid X— Y 


gleich einer negativen Zahl, & ift alfo unmögtich, daß die 
Gleichung reelle poſitive Wurzeln habe, die groͤher © oder klei⸗ 
ner waͤren als a. 


& j Bu 8. Auf⸗ 
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8. Aufgabe, 0 


Es iſt eine Gleichung gegeben; man ſoll eine andere | 
“ Gleichung finden, deren Wurzeln die Differenzen zwiſchen 
den Wurzeln jener Gleichung ſind. | 


Es fey die gegebene Gleichung: 
un Axn-ı $ Bam-2 _ Cxm-3 to... B), 
Da x ohne Unterſchied jeder Wurzel Diefer Gleichung gleich | 
gefegt werden Bann, fo bedeute x’irgend eine andere Wurjel | 
eben diefer Gleichung, fo daß man au | 
. zn — Axm-1 Bxm-2 — Cxm-3 + ꝛc. * 0 | 
habe, und daben fey u die Differenz zwiſchen x und x‘, oder 
-x=xtu Bringt man diefen Werth von x’ in die legte 
Gleichung‘, und ordnet dabey die Glieder derfelben. nach u, 
fo befommt man eine Öleichung für u von eben dem Grade 
m, welche, wenn man von dem legten Gliede anfangt, fols 
gende Form hat 
X + YufZu2 Vus ri. Funzo . 
und die Coefficienten X, X, 2; ꝛc. find Funktionen von x, 
ſo daß 
X xm — Axm-1 + Bxm-2 _ Caxm-3 px 
Yz mim-I — (m— I)Axn-2 $ (m 2)Ban-3— x, 


mn, "Mei —X * ꝛc 
— . 


| 


zur2 u 


5 SEHR > SEEN Nix 
| dx 2dx2’ n 2.3dx 
if. Da alfo wegen der gegebenen Gleichung (B)X=oif, 
fo verwandelt ſich die vorhergehende, wenn man duch u . 
dividiet, in 
YrzZur vum ti tum =o...(0: 
W Wenn 


33 ꝛc. 
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Wenn man in dieſer Gleichung für x eine von den Wurzeln 
der Gleichung (B) fett, fo find ihre Wurzeln di Unterfchiede 
gwiſchen jener Wurzel und den übrigen Wurjeln der Gleis 
‚Sung (B), und ſchaft man daher aus (B) und (C) auf dem 
Wege der Elimination x weg, fo befommt man eine Gleis. 
bung für u, deren. Wurzeln Die Unterſchiede zwiſchen jeder 
von den Wurzeln der Gleichung (B) und allen übrigen Wur⸗ 

zeln eben dieſer Gleichung find. Es ift daher ſolches auch die 

geſuchte Gleichung. . 


Man hat indeß nicht noͤthig, dieſe Elimination felbſt 
wwtzunehmen, fonderh darf nur folgendes erwägen. 


7) Wenn a, 8, 7, ıc. die Wurzeln der Gleichung (B) 
find, fo find Die Wurzeln der Gleichung (C) « — 8, = _y, 
BB nn, ray — Bi. ‚Hieraus iſt 
Bar, daß die Zahl derſelben m(m — 1) ift, und daß ie zwey 
und zwey derſelben einander gleich aber entgegengeſetzt ſind, 
ſo daß die Gleichung (C) Fein Glied hat, worin u mit einem 
ungeraden Erponenten enthalten wäre. Set man daher 
m(m — ı) IJ 
ur’ | 

von welcher wir reden, folgende Form x 
va ara bvn- — tcun-3 P rc. o... (D)y. 


4 
=n, und u2=v, fo bekommt die Gleichung, 


2) Da (⸗— 4)2, (4— 5)2, (B— )2 ıc. die vers 
ſchiedenen Werthe von v in der Gleichung (D) find, fo iſt der 
Eoefficient | | 

ana Mt n2 (æ — 2 ri 

= Runter 
“tert ner 


ma) 
and 


(m — I)(a2 482 4424 u. — Mas Far tayt ꝛe. 
&a.- und 
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und dabey iſt 
| satarter ti. Bund. 
en tetretmma - 28 
| nn fotglich iſt auch 
am (m—ı)(A2 — 2B)—2B=(m— ı)A2 — omB,. 
Auf ähnliche Art Tann man den Werth der übeigen Eoefft 
rienten b, c, ꝛc. finden 


Um dazu auf eine leichtere Art zu gelangen fen 
Alma +6 }yY Fi 
A2 -42 792 732 P x. 
Amʒ -2 r 42 Tr? x. 


«6° 


ꝛe. 
ſo iſt bekannter Maßen 
AI A 
A2 = AAI — 48 
| „Az AA2 — BAı + 3C 


Ag == AA — BA2 t CA —4D, 
2c. J 
Nun ſey ferner 
ar (⸗- 4)2 (4 - 2 æ- V + x 
a2 (4 - Aæ)ä- (— 2) + @-v)e + 
a3 (-4)0 Fa TB-netm, 
Us 
fo hat man 


= ar z= (m-—ı)A2 — ae a, 


o= (m—T)Ag _ 4(AıA3 Aa) +6 t 6 Amen 


a3 * (a nA6 — 6(A1A3 — A6) } 15(A2A4 —46) 


(Az) — A6 | 


ꝛc. 
W— 


oder 


— — — — ne en 
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oder 
(AN) N 


a2 = mAs — J * 


a3 * maß — Live T 15 A224 — 0 | 
und überhaupt | 
ae = mA2& — auAı(A2e — 1) 
2% 26 — I) 
1777 


⸗ 
A2 A24 - 2 - x. 


„ann = En 2)... at) Aw 


u 
' 


2. 3er, rw 


Wenn man auf diefe Art die Werthe von aı, ah, a3, xc. 
‚gefunden hat, fo hat man dadurch Die Werthe von a, b, c, X, 
aus der Gleichung (D) nad folgenden Formeln 


'azar 


baı — aa2 Far wu 
| 3 | 
cat — ba2 } aa3 — a4 
zur — 
IC. 


d= 


- 


1 


uf dieſe Art kann man die Soefficienten d, b, o, ꝛc. der 


Gleichung C) unmittelbar aus den Eoefficienten der gegebes 


nen Gleichung (B) erhalten. Man fucht zu dem Ende nach 
den vorhergehenden Formeln die Werthe der Größen AL, 


Az, A3, ıc. bis zu A2n, dann die der Groͤßen a, a2, a3 


bie ju an, und nun endlich. Die non den Eoeificienten a, b/ 
‚6 I , . — 


ee —_ 8. An⸗ 


D 


— 
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9, Anmerkung. ») 


Es verdient hier bemerkt zu werden, daß die Gleichung 
(D) auf gleiche Wet die Unterſchiede zwiſchen den poſitiven und 
den negativen Wurzeln der Gleichuag CB) ausdruct, fo daß - 
‚fe auch gültig bleibt, wenn man — x für x ſett, u um die 
negativen Wurzeln zu finden (Nr. 4. 


Ueberdem erhellet, daß die Gleichung (D) dieſelbe bleibt, 
wenn man auch die Wurzeln der gegebenen Gleichung um 
irgend eine Groͤße vermehrt oder vermindert. Hat daher 
Diefe Gleichung das zweyte Glied, fo kann man daſſelbe weg⸗ 


ſchaffen, und wenn man darauf die Gleichung von v ſucht, 


ſo bekommt man eben die, welche man gefunden haben 
wuͤrde, wenn man das zweyte Glied nicht weggeſchaft haͤtte. 


Allein das Verſchwinden des zweyten Gliedes erleichtert alle⸗ 


mal die Erfindung der Coefficienten a, b, e, 2c. weil dabey 
A ==0o und folglich auch Aı = o iſt. Hiedurch verwandeln 
fich die Sormeln der vorhergehenden Nummer in folgende: 
AL=o 
. A2 = — 25 
443* 30 
AM -242 —4D 
ꝛc. 
ar = mA2 
a2=miA4} er 


A 
a3 = mA6 F 15A2A4 — —E 


ꝛc. 


. — 


‘ 


s 
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_ bar — aa2 taz 
3: 
2%, 


10. Erfter Juſatz. 


Da die Wurzeln der Gleichung (D) die Quadrate der 
Differenzen zwiſchen den Wurzeln der gegebenen Gleichung 
(B) find: fo iſt klar, daß die Differenzen zwiſchen den Wur⸗ 
zeln der Gleichung (B), wenn alle Glieder der Gleichung 


5) daſſelbe Zeichen hätten, tu welchen Falle dieſelbe gar 


keine reelle und poſitive Wurzel haben würde, insgeſammt 
imaginaͤr ſeyn wuͤrden. Es koͤnnte alſo in dieſem Falle die 
Gleichung (B) nicht mehr als eine reelle Wurzel Gaben, oder 
wenn fie deten mehrere hätte,’ fo wuͤrden dieſelben einander 


gleich fenn. Findet dies legtere ftatt, fo find die Methoden 

- bekannt, wie manfolches zu erkennen und die Aufloſung zu ver⸗ 

richten hat, auch kann der folgende zweyte $. nachgeſehen 
werden. Was den erften Fall betefft, w hist @ ame Rt, 6, 


daß r man A=1I nehmen fann, 


11. Zweyter Zuſatz. 


Wenn die Gleichung (B) ein oder mehrere Paare algis 
der Wurzeln bat, fo ift befannt, daß dadurch in der Gleis 


chung (D) ein. oder mehrere Werthe von v gleich Null wer⸗ 
den, ſo daf dlsdenn die Gleichung ein oder mehrere Male 


durch v dividirt werden kann. Findet dieſe Diviſion ſtatt, 
ſo hat die Gleichung, welche man nach derſelben erhaͤlt, ruͤck⸗ 
waͤrts geſchriehen, folgende Form 

1TAV F Avaↄæ FoV3 po TFVMS O... E) 


wirft = oder < n. Man ſetze y und ordne die 


Sleichung nach y, fo befommt men oo 
E J W tr 


72 T Von ven Gleichungen, ' 
ryarırarzty3tetre=o...(f. 
Berner füche man nach den befannten Methoden die Grenze 


Der pofitiven Wurzeln dieſer Gleichung, und fege diefelbe 
= 1, fo daß 1 größer ſey als jeder pofitive XBerth von y. 


Alsdann iſt — kleiner als jeder pofitive Werth von > oder 


von v, und wietio kleiner als jeder der Werthe v⸗ von uß, 
weil y= a2 geiegt worden iſt. 


Dieſes vorausgeſetzt, ſo iſt aus — notwendiger Weit 


Feiner als jeder der Merthe. von’ u, d.h. als jeder von den - 
Unterſchieden zwifchen den reellen und ungleichen Burgen | 
der gegebenen Glejchung (B) 


Iſt daher 1 I, fo it man ſicher, baß die Glei⸗ 
chung (B) keine seele Wurzeln hat, die um weniger als um 
z verfhieden wären, und man Fann daher ohne Bedenken 
Az ı fegen, (Wr. 6). | 


2) Iſt aber YI= oder > 1, fo kann es ſeyn, daf-die - 
Bleihung (B) Wurzeln hat, deren Unterfchiede Fleiner ats 
‚eine find; allein da der Fleinfte ven dieſen Unterſchieden alle⸗ 


ml nothwendiger Weiſe größer ift oT AL kann man au 


v 


allemal nach der angeführten Nummer a * oder < - 


nehmen. | 


Ueberhaupt fen k die ganze Zahl, die enttveder der V 
‚ gleich ober zunaͤchſt guößer als yı " fp kann man allemal 


A=: nehmen | - 


1 


12. Eeſte 
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12. Erfte Anmerkung, 


Was die Act und Weife beteift, Die Grenzen der Wur⸗ 
zeln einer Gleichung zu finden, fo iſt die bequemfte und ges 
nauſte diejenige, welche von Newton herrühet, und wobey 
es darauf anfommt eine Zahl zu finden, Die fo beſchaffen ift, 
daß, wenn man die Wurzeln der gegebenen Sleihung um 
dieſelbe vermindert, die dadurch entſtehende Gleichung keine 
Abwechslungen der Zeichen habe. Es kann nemlich in die⸗ 
ſem Falle eine Gleichung bloß negative Wurzeln haben, und 
es muß folglich die Zahl, um welche man die Wurzeln der 
gegebenen Gleichung verkleinert hat, nothwendiger Weiſe 
größer ſeyn, als die größte von dieſen Wurzeln. 


w alſo die Grenze! der Wurzeln der Gleichung 
(F)...yrteyııt ayr-2 4ry3>tı=o 
zu finden, fee man darin y Fl flatt y, und ordne die das 

durch erhaltene Gleichung nah y. Auf dieſe Act wird 


PtoytREtSpratymo 
und es if in dieſer Gleichung 


P=r}+ «lr-ı + elr-2 + ylesh PR ' 
ser E - na + e— Ders . 


a9 pay EU Ds 


n EZ - De — 2) 
3 


Ir-3 x. 

x, 
fo’ daß man alſo bloß für 1 einen ſolchen Werth wu fuchen 
‚bat, wobey die Größen P, Q,R, ıc. insgefammt poſitiv wer⸗ 
den. Faͤngt man dabey von der letzten dieſer Groͤßen an, 
fo hat dieſelbe nur zwey Glieder, und geht man alſo ſtufen⸗ 
weiſe von ihr zu den vorhergehenden fort, fo indet man die 
nn € 5 kleinſte 


4 1 Von den Gleihungen. 


kleinſte ganze Zahl leicht, die man für 1. ſetzen kann, und 
welche die geſuchte Grenze iſt. | _ 


Will man alles VBerfuchen vermeiden, fo darf man für 
Inur den größten Coefficienten der negativen Glieder der 
Gleichung (F) um eins vermehrt nehmen; denn es iſt leicht 
zu heweiſen, die Groͤßen P, Q; R, ıc. bep diefem Werthe von 
1 allemal pofitio ſind. 


Dieſe Methode, die Grenze der Wurzeln einer jeden 
Gleichung zu finden, rührt, wie ich glaube, vom Maclau⸗ 
rin her; ich will aber eine andere mittheilen ‚. welche ofters 
die Grenzen noch naͤher giebt. | 


Sind — ayr-n — ron — ryr- — ıc, die negativen 
Glieder der Gleichung (F), fo nehme man für 1 die Summe 
| . \ . \ . . 


- der beyden größten Größen aus Ve Y Ye, rc, oder ir⸗ 
gend eine Zahl, die groͤßer iſt als dieſe Summe, .. Die Rich⸗ 
tigfeit dieſer Methode läßt fi auf eben die Art beweiſen, 
als die der vorhergehenden, und fo wäre es überflüßig, de 
bey zu vermeilen. _ x 


Uebrigens muß bemezft werden, daß man auf beyden 
Wegen felten die nächften Grenzen der Wurzeln findet; um 
nähere zu befommen, muß man nad) und nach für 1 immer 
Bleinere Zahlen fegen, und darunter die Fleinfte von denen, 
welche P, Q R, ıc. insgeſammt pofitiv geben, nehmen. u 


+ 


13. Sweyte Anmerkung. 


Hat man nun die Grenze 1 der Gleichung (F) gefunden, 
und k gleich oder junächft'geößer als VI genommen,fo made 


nnd - (Nr. 10.) und ſetze in der gegebenen Gleichung 
on ZZ er | \ 
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an die Stelle der unbekannten Groͤße nach und nach die Zeh⸗ 
| ı 2 
‚en O, 7 7 
Art findet, werden eine Reihe bilden, worin eben ſo viel Ab⸗ 
wechslungen der Zeichen dorkommen, als die gegebene Glei⸗ 
“hung reelle poſitive und ungleiche Wurzeln hat, und jede 
diefee Wurzeln wird zwifhen zwey auf einander folgende 
Werthe mit entaesen. ern Zeichen fallen. Geben daher 


die Zahlen = — und —* entgegengeſetzte Werthe, fo giebt 


‚ 2, y. Die Werthe, melde man .auf diefe 


tr 


es au eine Wurzel, welche zwiſchen und faͤllt, 


um» es if folglich die ganze Zahl, melde 2 7 am nädften . 


kommt, der nächfte Werth dieſer Wurzel in ganzen Zahlen 


Ar. 2.) | 


Man (eent alfo auf diefe Art nicht bloß die Menge der 
poſi tiven und ungleichen Wurgeln- der gegebenen Sleihung 
kennen, fondern man findet auch zugleich diefelben in ganzen 
Zahlen fo genau als moͤglich. 


Ereignet es ſich, daß einer oder mehrere von den ſich 
ergebenden Werthen gleich o werden, fo iſt klar, daß die 
Zahlen, welche dieſe Werthe hervorgebracht haben, genaue 
Wurzeln der gegebenen Gleichung ſind. 


Um die Rechnung leichter und kuͤrzer zu machen, wollen 


wir noch folgendes anmerken. 


1) Es fällt in die Augen, daß es bey der Erfindung der 


Grenze der pofitiven Wurzeln einer gegebenen Gleichung uns . 
nüg-feyn würde, wenn man an die Stelle der unbekannten 
| Sroͤße 


t 


f 
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Groͤße Zahlen ſetzen wollte, die groͤßer wären. als diefe 


Grenze, ob es gleich leicht einzuſehen iſt, daß man dabey nie 
andere als poſitive Werthe bekommen wird. Iſt Daher A 
die gedachte Grenze, fo iſt die Menge der vorzunehmenden 


Subſtitutionen = Ak, und fogtic allemal eine endlihe 
Menge” ER 2 | 2 


N 


ueberhaupt it es ohne die Grenze a zu ſuchen, hinrei⸗ 
chend, die Subſtitutionen ſo weit zu treiben, bis das erſte 


Glied der Gleichung, oder die Summe der erſten Glieder, 
" wenn e6 deren mehrere giebt, Die,eben daffelbe Zeichen has 
ben, gleich oder größer ift al die Summe aller negativen 


Glieder Denn nah Nr. 7. beweiſet man leicht; daß die 


"Subftitution jedes gröfeen Werths Feine andere als pöfitive- 
\ Refultate geben kann. 


u 2 Ynfatt für die unbekannte ‚Größe x die Brühe 
- 10 zu fegen, kann man dafaͤr auch ſogleich n fuba 


F 
— oder welches eben darauf hinauslaͤuft, den Goes 


cienten des zwehten Bliedes mit x den Coefficienten des 
dritten Gliedes mit kz, u. f. f multipliciren, und dann an 
die Stelle von x die natuͤrlichen Zahlen o, 1, 2, 3, ıc. ſetzen, 


"his die Grenze diefer Gleichung, oder auch das erſte Glied, 
"oder die Summe der erſten Glieder, wenn e& mehrere mit 


eineriey Zeichen giebt, der Summe der negativen Glieder 


| gleich oder groͤßer iſt als Diefelbe, Huf diefe Art findet man 


die Refultate in lauter ganzen Zahlen, und die Wurzel der’ 
“ gegebenen Steihung fällt nothwendiger Weife zwifchen die 
Reſultate mit entgegengefegten Zeichen, wenn man n dieſelden 
durch k dividirt. 


BZ 


3.8, 
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3. Es fey m der Erponent der Gleichung, in welcher 


man ‚nah und ‚nach die natürliben Zahlen o, 1, 2, 3, 1% - 


fubftituiren foll, fo behaupte ic, daß man nady der Erfins 
dung von mtı Reſultaten, d. h. nachdem man für'x die 
Zahlen 0, 1, 2,3, 2c m geſetzt hat, die ‚übrigen durch eine 
bloße Addition finden kann. J 


Zu dieſem Ende darf man nur die Differenzen der ge⸗ 
fundenen Reſultate ſuchen, deren man m bekommt, dann 
die Differenzen von diefen Differenzen, deren Zahlm — 1 
u und fo fortfahren die ‚jur. mten Differenz. 


Diefe letzte Differenz iſt deswegen nothwendiger Weiſe 
eine beftändige Groͤße, weil der Erponent der höchften Diga 


nität der unbefannten Grödie m if, und man kann dahee 


diefe mten Differenzen fo weit förtfegen als man will, 


weil man daru bloß die gefundene zu wiederholen hat. Hat 


man diefes geihan, fo fann man vermittelft diefer mten Difs 


ferenzen die (m — ı)ten, vermittelft diefer die (m — a)ten 


\ 


und fo weiter finden, bis man zu der erſten Reihe gelangt; | 
welche die gefuchten Refultate enthält. 


,88 verdient hier bemerkt zu werden, daß wenn die zu⸗ 

"gehörigen Glieder der Reihen, ‚ welche man auf dieſe Art 
findet, einmal insgeſammt poͤſitiv find, Die folgenden Glie⸗ 
Dder jeder Reihe ebenfalls poſitiv ſeyn werden Da nun die 


letzte Differenz allemal poſitiv iſt, fo iſt klar, daß man im je⸗ 


der Reihe endlich einmal zu lauter poſitiven Gliedern kom⸗ 


men muß, und es iſt folglich hinlaͤnglich, die Reihen fo meit 


-fortzufegen, bis alle zugehörige. Glieder pofitiv geworden 
find. Denn if dies geſchehen, fo iR man veriichert, daß 
die Reihe der Reſultate, ſoweit man ſie ie auch fortſetzen mag, 


. immer 


r 
j 2 


J 
13 [4 


\ 
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immer pofitiv bleiben, und folglich Feine re Abwechſelung der 
Zeichen mehr enthalten wird. 


_ UmYdies durch ein Beyſpiel zu geläntern, tollen wir 
die Gleichung 
x3 — 63x 7189 = 0 
nehmen. Die Refultate, die u xmo, x=I, x=2, 
x=3, gehören, find 
189, 127, 7I,: 27 alſo 
die erſten Differenzen 
— 62 — 56 — 44 
die zweyten Differenzen ⸗ 
6 12 
| 0 die dritte .. 
Man formire alfo folgende Reihen 
oo 6 6. 6 6 6 6 6 ⁊ꝛc. 
6 12 18 24 30 36 42 iM 
— 6 — 56 — 44 — 26 — 2 28 64 ⁊c. 
189 127 71 27 1 —1 27 c. 
Das Geſetz, nach welchem ſie gebildet worden, iſt, daß je⸗ 
des Glied die Summe aus dem vorhergehenden Gliede 
eben der Reihe und der über dieſem befindlichen der vor⸗ 
hergehenden Reihe werde. Auf dieſe Art ift es leicht, Die 
Reihen fo weit fortzufegen, als es irgend verlangt wird. 


Run ift die vierte Reihe, wie man fieht, die Reihe der 
Reſultate, weiche man dur die Subfitution der natüclis 
chen Zahlen 0, 1, 2,.3, für x in ver gegebenen Gleichung _ 
befommt; und da die Glieder der aten Columne, nemlich 6, _ 
42: 64, 27, insgeſammt pofitiv find, fo werden es die folgen« 
den lieder ebenfalls feyn, fo daß daher diefe Reihe, auch 
noch fo weit fortgefegt, Feine Abwechslung der Zeichen fers 


ner enthalten. wird, 
14. An: 


- ‘ 
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14 Anmerkung, - 


Es ift bereitd angemerft worden, daß man den Werth 
. aller reellen und ungleichen Wurzeln einer Gleichung finden 


fann, indem man in der Gleichung ftatt der unbekannten | 


Größe die Glieder einer arithmetifchen Progreffion fubftie 
tuiet; indeß konnte dies auf Mangel der Beftimmung die 
fer arithmetifchen Progreflion von keinem fonderlichen Nugen 


ſeyn. Jetzt kennen wir diejenige, welche in jedem Falle ge⸗ 
waͤhlt werden muß, und werden von eben dieſer Anfgade_ 
nun auch für dig gleichen und imaginären Wurzeln Gebrauch 


zu machen ſuchen. | 
ı a 
2 Yu 


Von der e At und Weiſe die gleichen und imagi⸗ 


nuͤren Wurzeln einer Gleichung zu bekommen. 


15. I 
Wir haben im vorhergehenden $. bloß die reellen und 


‚ungleichen Wurzeln der gegebenen Gleichung (B) betrachtet, 


jegt wollen wir annehmen, daß die Gleichuug gleiche Wur⸗ 


"zen habe. In dieſem Kalle muß nach Nr. 11. die Glei⸗ 


“ung (D) fo vielmal durch v dividirt werden koͤnnen, als 
es Combinationen der gleichen Wurzeln zu zweyen giebt, 
und folglich muͤſſen eben ſo viel von den letzten Gliedern in 


dieſer Gleichung (D) fehlen. Auf diefe Art erfennt man ſehr 
leicht, wie viel gleiche * Burzel in der Steigung befindlich 


ſind. 


Da alſo in dem Falle, daß gleiche Wurzeln da ſind, 


nothwendiger Weiſe uSo ift, (Nr.8.) fo giebt alsdann die, 
Gleichung (CO) Y=o. Es müllen folglich die beyden Glei⸗ 
chungen für x, nemlich IOo und =0, wenn x ‚einer 


s 
* 


von 


A 
N. 


go... ‚I Von den Gleichungen. 
* von den gleichen Wurzeln der Gleichung (B) gleich if, zw 
‚gleicher Zeit ftatt finden. | 


Man fuche alfo auf den bekannten wexen den groͤßten 
gemeinſchaftlichen Faktor der beyden vieltheiligen Groͤßen 


Xnund L, und ſetze darauf dieſen Faktor = 0, fo wird man 


eine Gleichung bekommen, die bloß aus den gleichen Wur⸗ 
zeln der gegebenen Gleichung zuſammengeſetzt ſeyn wird, 
aber erhoben zu einer um eins niedeigern Poteſaãt. 


Es ſey R der größte gemeinſchaftiiche Faktor von X nnd 
Y, und X’ der Onotient aus X Durch R dividirt, fo iſt leict 
einzuſehen, daß die Gleichung X o eben diefelben Wurzeln 
enthalten witd, als die gegebene Gleichung X = o, nur 
mit dem Unterfchiede, daß die in diefer Gleichung öfters vors 
Fommenden Wurzeln in jener nur einmal enthalten find, 
Diefe Steihung läßt fich alfo nach- den Kegeln des vorher: 
gehenden $. behandeln. 1 | . 


Wenn man will, fo kann man auch zwey Gleichungen 
finden, davon die eine bloß die gleichen, und die andere bloß 
die ungleichen Wurzeln der Gleichung X= 0 enthält... Zu 
diefem Ende darf man nur noch den größten gemeinfchafts 
lien Divifor von X’ und Y fuchen, und, indem man ders 

. h , x’ \ . / 
ſelben R'nennt, den Duotienten T nehmen, Sept man . 
j ‘ | ) \ | ’ | | 

Z = X’, fo find die gedachten beyden Gleichungen X” 
= omrR=ou 


e 


L 


Die erfte enthält bloß-die ungleichen Wurzeln der Glei⸗ 
Kung X == 0, und die andere bloß die gleichen Wurzeln eben 
derfelben Sleichungen, aber jede nur einmal, fo daß die bey⸗ 





den 


i L 
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den Gleichungen XVM o und R o keine andere als uns \ 


gleiche Wurzeln haben, und ſich alfo nad) den Bye d des 
vorhergebender §. behandeln laſſen. 


16. —6 
Kennt man die Anzahl der een ſowohl gleichen als | 


ungleichen Wurzeln einer gegebenen Gleichung, und ift diefe 


Anzahl kleiner als der Epponent der Gleichung, fo hat man 
‚ ‚datan ein Kemmeicher, daß die übrigen Wurzeln impginde 


find. 


en 


. Ueberhaupt, ſollen die Wurzem einer leitung ‘(B) 


Insgefammt veell ſeyn, ſo müffen Die Werthe von u es ebens 


fall$ ſeyn. zolglich muͤſſen alsdann die Werthe von us oder 
von v inggefammt reell oder pofitiv feyn, und alfo die Glei⸗ 


chung (DI Nr. 8, lauter reelle und poſitive Wurzeln haben, 


Hieraus flieht ferner, daß die Jeichen 
wechſelnd pofitiv und negativ ſeyn 


Run ift befannt, daß die Anzahl der imaginären Ei 


-diefer Gleichung ab⸗ 


ffen; und wenn alſo 
dieſe Bedingung: nicht ſtatt finder, fo iſt es ein fiheres Kenge 
zeichen, daß die Gleichung (B) imaginaͤre Wurzeln hat. 


zeln einer jeden Gleichung, eine gerade Jahl ik, und dab je 


Awey und zwey unter Diefe allgemeine Form « + — 1, 


⸗— Av’ — 1 gebracht werden Pönnen, we « und.a reelle 


Größen find. ‚Hierdurch wird u = 
lich = — 462. Auf dieſe Het erhelket, daß die Gleichung 
M) nothwendig fo. viel reelle negatwe Wurjein Batı alb os 


E 2 — 1, und koig⸗ 


bu der’ Seictens (8) Bänke fäginäret Wurzeln giebt. © j 


unt —— Aikbr-: TEE ü 
WE AnE-E. } bwa-2 mama rα ο Ar @ 
8 0 


dr 


r 


me iv. % 1 „mt 


Sett man daher v. * run die Eleicung @ 


I’ 


ur I: ft, 


— 





24. 7. Bon ben Gleichungen. 


dritten Brade, die dreg reelle Werthe yon » enthalten woͤrde⸗ 
und auf aͤhnliche Art verbalt es ſio ferner. 


u 3. | 
Reue Methode die Murzeln numerifcher Gleichun⸗ 
gen naherungeweiſe; zu finben, 


| 18. 

Es ſetz die Gleichung | 
Axm4 Bxm-1 Cam-2 pi} K=o... (a) 
gegeben, und eine reelle und poſitive Wurzel derſelben ent⸗ 
weder nad der vorhergehenden oder irgend einer andern 
Methode in ganzen Zahlen bekannt. Man nenne diefen 
etften Bun p, fo dabx > p aber <prifen, undfege - 


= p t > — Bringt man diefen Werth für x in die geges 


bene Bleihung, multiplicirt darauf alle, Glieder durch yın 
" und ordnet fie nach y, fo befommt man eine Gleichung von 
folgender Form: 

Aym 4 Bym-tpcyma4g4K=o...(b) 


Da nun nach der Vorausſetzung ** o und < 1 ſeyn ſoll, 


ſo iſt y * 1 und ed hat daher die Bleihung (b) zum wenige 
ſten eine reele Wurzel, die groͤßer als eins iſt. 





Wan (ade alfo auf die $. 1. erflärte Art den Werth 
dieſer Wurzel in ganzen Zahlen. Da diefelbe nothwendiger 
Weiſe poſitiv ift, ſe in es genug y al pofi tin zu betrachten 
(Ale. H. 


Nachdem mean auf Diefem Wege den Wenth v von y in 


ann Zahlen vr. hatı den, 4 heißen mag, fo ſetze 
man ı 
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man y-ı * ge und bringe diefen Werth in die Gleichung 


(b). Hiedurch bekbmmt man eine dritte Sleichuns für z 


von’folgender Form 

Alm + B’zm-ı1 7 Cihin-3 Pre. K’=d... (& 
Diefe Gleichung Hat nothwendiger Weife zum mentaften 
eine reelle Wurgel, die größer als eins ift, und man kann 
alfo auch den Werth dieſer Wurzel in ganzen Zahlen finden. 


Es heiße derfeibe r Setmane=rtr— — und bringt 


diefen Werth in die Gleichung (c), fo erhält man eine Glei⸗ va 


chung für u, die wenigſtens eine reelle Wurzel hat, welche 


-größer ift als die Einheit, und eben ſo verhaͤlt es ſich ferner. | 
Fahrt man alſo auf dieſe Art fort, ſo naͤhert man ſich | 


dem Werthe der gefuchten Wurzel immer mehr and mehr. 
Ereignet es ſich aber, daß eine von den Zahlen p, q, ꝛc. eine 

‚genaue Wurzel if, ſo hat man xzep, oder I qu. ſ. w. 

und die Operation hoͤrt dann auf. In dieſem ſalle findet 
man alſo für x eine commenſurable Zahl. 


In allen uͤbrigen Faͤllen iſt der Werth der Wurhel noth⸗ 
wendig incommenſurabel, und man Bann ſich demfelben nur 
Bis zu jeder beliebigen Grenze nähern. | | 

19. rn . 

Hat die gegebene Sleichung mehterd reelle Hofltick 

Wurzeln, fo. kann man nach der 6. 1. erffärtei Methode 

den Werth von jedet in ganzen Zahlen ſinden; und nennt 

- man diefe Werthe p, p', p“, ꝛc. fo Fann man. fie nach und 

nach gebtauchen, um ſich dem wahren Derthe immer mehr 
zu Knien Man bemerke aber folgendes, : " \ 


| 53 . 3) Wenn 


⸗ 


md —— — ya —— 


3° 3— u} Von— den Gl egungen. J 


) Wenn die Zahien p, Bf pt rc. insgefommt von 
einander verfchieden find, fohaben die Gleichungen (b)fc) ꝛc. 


der vorhergehenden Nummer nicht mehr als eine reelle 


— Wurzel, die zugleich groͤßer iſt als die Einheit. Denn ſollte 


3.2. die Gleichung (b) zwey reelle Wurzeln ‚haben, die 


größer wären als die Einheit, i B. y“ und y’’;.-fo haͤtte 
= man = pt Fund x=p er ar “fo daß diefen beyden 


Werthen von‘ X c einerlen ganze Zahlen p wider die Vorauss 


feßung jufäme. Auf aͤhnliche Art wuͤrde es. ſich mit der 


Gleichung Te) und jeder der übrigen verhalten, wenn fe 


zIwey reelle Wurzeln hätten, die: größer wären als die Einheit 


\ 


- Um alſs die Werthe q, sr, ie. der Wurzeln der Glei⸗ 


chung (b) Ce), u. in ganzen Zahlen zu finden, iſt es in die⸗ 
ſein Falle hinlaͤnglich, für y, z, 2c. die, natürlichen: Zahlen 1, 
2. 3,.2c..und zwar bloß poſitio, zu fegen, bis man durch 


dieſe Subftitntionen zwey Reſſtatenü mit entgegenſtehender 
Zeichen hetdumt. | 


2) Wenn. es zwey Werthe von x giebt, wiichen einer⸗ 
ley ganze Zahl p zukommt, ſo haben, wenn man dieſe 
Zahl gebraucht, die Gleichungen (b) (c) ⁊c. jede zwey reelle 
Wurzeln, die größer als eins ſind, bis man zu einer Slei⸗ 


chung kommt, worin die Werthe dieſer beyden Wurzeln 
durch verſchiedene ganze Zahlen ausgedruckt werden. So⸗ 


bald dieſes geſchehen iſt, giebt jeder dieſer Werthe eine 


Reihe von,Öfeichungen, davon jede nicht mehr aldıeine re⸗ 
elle Wurzel hat Pia artter iſt als eins. . 


‚Denn. 2a x innen verſcdiedene Werthe. Sat, die "ende 


die ganze se gemein haben, ſo lafien. ſich dieſe beyden | 
\ | Werthe 
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Y 


Werthe durch P r ” ausdruͤcken, und es muß folglich y 
nothwendig zwey reelle Werthe haben, die größer find abß, 


'eing, Haben . nun diefe beyden Werthe pon y De ganze. 


. Zahl q gemein, fe muß auch, wenn man y- q + z. Nett, Ä 


z ztvey berſchiedene Werthe Haben, d bie größer ale eins find, 
u 1 w. N 


Wenn aber die Werthe von y in ganzen Zeblen para 


2.80,% 


| fehieden waͤren, fo min man, wenn man diefelben q und 


ag’ nennte, y' =gqg tz — un y- ='g' + & E & feten, und dadey 


faͤllt in die Augen, ab z in beyden aälen nicht mehr alß 
einen reellen Werth haben würde, der gröfer als eins waͤre, 


weil fonft y, anftatt einen zweyfachen Werth zu haben, einen 


dreyfachen, vierfachen Werth u. f. to, befonimen würde. 
SA man daher durch die gedachten Subftitutionen zu 


einer Gleichung gefommen, deren beyde Wurzeln, die groͤ⸗ 
Ber ale: die Einheit find, durch verſchledene ganze Zahlen 
ausgedruckt werden, fü hat jede von den folgenden Ekel 
chungen, die man durch dieſe beyden Werthe erhält, nicht 


mehr als eine reelle Wurzel, die größer iſt als die Einheit. 


Folglich braucht man, um den Werth dieſer Wurzeln in 


ganzen Zahlen zu ſinden, in den Gleichungen nur die natuͤr⸗ 


| | lichen Zahlen 1, 2, 3r 2c. zufubftituiren, bis man zwey Refuls | 


tate mit entgegengeſetten Zeichen bekommt Sy 6). 


ı 


⸗ 


n Aehnliche Anmerkungen laſſen Fri über die. Falle m * 


chen, wo die Gleichung (a) drey oder mehrere Wurzeln hätte, 


‚deren Werthe in ganzen Zahlen nicht von, einonder verſchie⸗ 


den waͤren. — nn 


4 + “ 


i) 


—R U 54 2. 


’ 


ed 


⸗ 


oo oo 2. 
Wir haben in dee 18ten Nummer angenommen, daß 


on die geſuchten Wurzeln poſitiv find. Um die negativen Wur⸗ 
zeln zu finden, braucht man in der gegebenen Gleichung 


nur —'x fuͤr x zu ſetzen, und dann die poſitiven Wurzeln 
dieſer neuen Gleichung zu ſuchen (Nr. 4). 


Was die imaginären Wurjeln betrift, die allemal durch 
er eV — ı ausgedruckt werden koͤnnen, fo find $. 2. Res 
gen gegeben worden, nach welchen man Gleichungen fin 
‚den fann, die und # zu Wurzeln Haben. Wan darf alfo 
nur die reellen Wurzeln Diefer Gleichungen ſuchen, wenn 
man die imaginären Wurzeln der gegebenen Gleichung has 
den wl 


| Um “ die Subftitutionen RL. 18. von p + mn für x/ 


von q Pu 7 I für yır. zu erleichtern, bemerke man, daß nö 


die eaefficenen der Gleichung (b) unmittelbar aus ben 
Goeficienten der Gleichung (3) herleiten laſſen. Es iſt 
mei... J 

Pe Apı F Bpm-t $ Cpm-3 + Dpm-3 T x. 

BB = mApm-r d (m DBp@2 F(m—2)Cpm-3 7 xx. 
ds m(m — rer; m-1 mm pp 3 tx. 

| 2 2 

x. ’ 
Eben fo befommt man Die Eoefficienten der Steihung ( FR 
aus den Eoefficienten der Gleichung (b) wenn man in den 


= . Borhergehenden Sormehn q für p, A“, B", C”, x. für 


A B, C, ıe., uͤnd AY, B’, C ıc. fuͤr A, B, C, ꝛc. ſetzt, 
und auf aͤhnliche Yet kann gan weiter fortgeben. , 
| j Ze : Man 
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Man ehe hieraus, daß det erfte Coefficient A’ oder Ar 
“20. nie = 0 ſeyn mied, wofetn nicht p oder qıc. eine genaue 
Wurzel iſt, denn in diefem Falle endigt ſich mit dieſer Zahl 
der continuirliche Bruch, welchen man auf dem beſchriebe⸗ 
nen Wege findet (Nr. 13.). FR nemlich A” 0 oder A” 
20 c., fo-befommt man yo oo oder a==.00, und felgs 
iHx=podey=git. 
2% — 
Sind alſo p, q, x, ↄ, t, xc. Die Wurzeln der Siciunger 


(a), (b), (0), ꝛc. fo dexept— y’ ‚y=ıt-, rt 


x“. if: fo befommt man, wenn man diefe Berthe ı nach und | 
nach in den Werth von x bringt, 


s rc 
und ed wird folglich der Werth von & oder der geſuchten 

| Wurzel durch einen continuirlichen Bruch ausgedruckt. 6 

iR aber befannt, daß diefe Art Brüche fehr geſchickt ift, jede - 


ratlonale ſowohl als irrationale Zahl auf die möglip eins .- 


fachſte und genaueſte Weiſe auszudrucken. 

Huygens ſcheint der erſte geweſen zu ſeyn, der dieſe 
Eigenſchaft der continuirlichen Bruͤche bemerkt und dieſelben 
gebraucht hat, um die einfachſten Bruͤche zu finden, die 
einem gegebenen Bruche am nächften kommen. Man ſehe 
feine Abhandlung de Automato planstario, 

Nach ihm haben viele große Mathematiker die Shen. 
vie dieſer Bruͤche weiter entwichelt und mit Einficht, und 
Nugen gebraucht, Allein nad hat man meines Willens 
nicht daran gedacht, ſich ihrer bey ber Auflöfung ber Glei⸗ 


cungen zu bedienen. 
5 | 23. 


. 23 
Berdardelt man die ceatinuirlichen VBruche 
lt . 
” —J Prası u Bu ur 
- = Kr. \ . 
.. m: giniene Brde, und fehtdaben 
j „=p | “z=zı 
A=geti N — B qu 
2 . 0 ———— 5 
d* 5—8 “=sy'tß 
x. ꝛc. Erz 


ſo bekommt mann -,- 
—A von 
7 ar st jur 11 
Diefe Brüche nähern fich jothwendiger Weiſe dem wahren. 
Werthe von x, und zwar ift der erfte von ihnen Pleiner, der 
‚ andere größer, und der dritte wieder Fleiner, der vierte wies 
der größer u. ſ. w. als diefer Werth, fo- daß derfelbe alles 
mal zwiſchen zwey unmittelbar auf einander folgende 
Brüche fällt. Diefe Behauptung laͤßt ſich ſehr leicht aus. der 
-*  MRatur der Natur der continuirlichen Brüche herleiten. 


\ 


Nun überzeugt man fich leicht, daß die Werthe von 
4, B, v, ꝛc. und a’, By’, ıc. allemal fo befchaffen ſ nd, daß , 
pl — 4-4 * 1 
or u. By m 
u ty I 

| | ꝛc. 
iſt. Hieraus folgt. | . | \ 

1) Daß diefe Brüche bereits auf die Fleinften Zahlen 
gedrache find. Denn wenn z. 2. y und y’ einen andern ges 
meinſchaftlichen Diviſor hätten als die Einheit, ſo muͤßte, 


_ — — da 


* 





2 ° 
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da — za iſt, auch die Einhei durch dieſen Diviſor 
theilbar ſeyn. = 


. | 
= 771 
Fear — i, nd 8 fönnen daher. dig Brüche 

| 

„a. ß’ 
nnterſcieden kon als um. eine Größe, die kleiner ik als 


Frl, 7 =, ag ⁊c. Hiernach (At ſich die Groͤße der je 


desmaligen Naherung leicht beurthellen. 





21 
2) Ferner * — 7 * 7 


a‘ yet 


ß' var 


> %c. von dem wahren Werthe von x nicht weiter 


Ueberhaupt da e. > “ y' > p' x. ‘s, % iſt auch 
1 * 
Frage, > 2 u, 2 und es kann folglich die Abs 
weichung eines jeden Bruch von dem wahren Werthe der 
Wurzel nie ſo viel betragen als die Einheit durch, daß Qua⸗ | 
drat des Nenners dieſes Bruge dipidirt. J — | 1. 


[RZ — 
* 


3) Es kommt nit, ‚nur. jeder Bruch dem Wershe von 
x näher als jedet der "vorhergehenden Brüche, fondern auch 
näher als ee Bruch, deffen Nenner kleiner iſt. Denn ſollte 


der Bruch * z. B. dem: gedachten Werte: nther kommen 
ais der 26 _ 2 und y' grdjer ſeyn als ⸗ ſoe mite * 


wiſten und * fein. Dan hätte ls * 2 | 


y' 
Ye 7 *7 7 un 0; alſo ur‘ * 


und >o, weiße ii ftats finden kann, 


Sn 


24. 


2. Bon ben Gleichungen... 
BE 
Die Bräde * =, 5? 2, zc. konnen Zauptbruche ge⸗ 
hennt werden, weil fie ſich dem gefuchten Werthe fo ſehr als 


moͤglich nähern; find aber die Zahlen p, q, r, zc. feine Eins 


beiten, fo kann man noch andere Bräce finden, die ſich 
demfelben Werthe ebenfall8 nähern, und diefen kann man 


den Namen Nedenbroche geben. 


Hi Br>ı,fo fann man awiſcen die Bruͤhe * 


und — — die beode Heiner ſind ol der Werth von x, fo viel 


Rebenbräe einſchalten, als — 1 Einheiten enthaͤlt, in⸗ 


dem man nad) und nad 1, 2, 3, ꝛe. r — i anſtatt r ſetzt. 


- Daymrptaumndy mare α if, fo befommt man auf 


diefe Art folgende Reihe von Brüden: 
a ie, — U. nn 
etw, 2B' ya” ZU ru rk. T « 


Die beyden iueen Blieder diefer Reihe enthalten die 
Bauptbrůche = 7 die mittlern hingegen find Klebens 


brüche, | . 
Sucht man nun die Differenz don zwey unmittelbar auf 

2p 7. Ya 

einander folgenden Veiche dieſer Reihe, z. B . von IP, 


und IE 36+= — ſo findet man — — fo daß 


38° 7. (28° 4 0'380 4.0”)" 


dieſe Differenz allemal pofitiv it und deſto Fleiner wied, je 


weiter vom anfang die: Bruͤche genommen werden. Da 


L gli dei Bruch lieiner in als der Werth von x, fo 


. . muͤſſen 
i 





en 
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müffen auch die gedachten Brüche insgeſammt Meiner ſeyn 
als diefer Werth, aber ſich dabey gleichwohl demfelben im⸗ 
mer mehr naͤhern. 


Dieſe Schluͤſſe paſſen auch auf alle uͤbrige Haupibruͤche, 


und wenn man zu denſelben dieſe beyden fuͤget, und 5 


wovon der erſte allemal kleiner, der andere aber allemal 
groͤßer iſt als jede gegebene Groͤße: fo kann man zwey Reis 


hen von Bruͤchen machen, welche ſich dem geſuchten Werthe 


“nähern, und wovon die eine die Brüche enthält, die Kleinen, 


und die andere Diejeniaen, weiche größer find als dieſer 


wei 
Brüche, die Feiner fi nd, 


1 3 2 | 
o’ 7 =, 2 SE 2er zer 


Arte 284% win, ste 6 
Bra’ ap te g“να “ — =) 
Hy. try tr u. dry Ho 

De TE DET Er TE N 

2%. j 


Brüche, die größer ſind. 


Y 





I «tt aut 3« +1 „et .(2) 
oe’ yrı' 2erı' 57 "get eV” 


vtB at6 3Y+8B syHB\ 6) 
re rn ET RE Ya ) 
ꝛc. 
Was die Natur dieſer Bruͤche betrift, ſo iR leicht zu 
beweiſen, fo wie wir bereite von den m daupidtuchen dewieſen 


haden. 
| ı) Daß 


{ 
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—3 


5) Daß jeder derfelben auf die kleinſten Zahlen gebracht 
it. Da ulſo die Zähler und Renner immer größer werden, 
je weiter man fortgeht, fo folgt, daß diefe Bruͤche immer 
duch deſto groͤßere Zahlen ausgedruckt werden, je weiter 
dieſelben vom Anfang der Reihe entfernt ind. 


2) Daß jeder Bruch der erften Reihe dem Werthe von 
_ naͤher Pommen wird als jeder andere Bruch der Eleiner 
‚if ats diefer Werth, und dabey einen kleinern Nenner hat, 
| als eben dieſer Bruch; ſo wie auch daß jeder Bruch der 
zwevyren · Reihe dem Werthe von x näher liegen muß als je⸗ 
der andere Bruch, der groͤßer iſt als dieſer Werth und einen 
kleinern Nenner hat als eben dieſer Bruch. 


Denn gäbe e8 einen Sud Z der: fleiner wäre als der \ 
Werth von — und ſi ch zugleich Hefe Werthe mehr näherte 
als 3. B. der Brub *F 





, ſo muͤßte ſi 6 wenn man 


a' 


ap! — “> gr annähme, weil der Du — _ goößer iſt als 


ver gedachte Werth, die Größe. 7 wiſchen den genden Gro⸗ 
| 


30r = 1 und _ 4 fd. Sollte diefes ſeyn, fo müßte 


Ben — —* + a 


< — 30.4 « > Eat a6’ BR "1 u 
36 4 6 (36° + 3* —Ax 
und folglich * 
Mag fe) — we fe) sa. I 


Fr re“ 
ſeyn, welches nicht ſtatt finden kann. | 2 
: N | uUebri⸗ 


4 j 
J 


on v + J 
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uebrigens kann es ſich ereignen, daß ein Bruch aus 

der einen Reihe dem Werthe von x nicht fo nahe fommt 

als ein Bruch aus der andern, obgleich die Zahlen deſſelben 

kleiner find; allein wenn der Bruch, der den größten Nenner 

hat, ein Hauptbruch iſt, ſo findet dieſer Umſtand nie ſtatt 
At. 3) 


§. 4 
Anwendung der erklaͤrten Methode auf einige, ein⸗ 
zelne Säle, Ä 


45. — Bu 


Das. erſte Beyſpiel mag die Gleichung ſeyn, weltde 
Newton nach ſeiner Methode aufgeloͤſet Bat, nemlich 

x3 - 2x— 5 0. 
Ich fange davon an, daß ih nach den Zormeln der sten 


MNummer die Gleichung für'* ſuche, die aus dieſer Sleis | 


dung entſpringt. Zu dem Ende ſetze ich | 
' may, A=zoB=z-2mwWcC=5 


‚Hierdurch erhalte ich 


Keira ein lei Zee 
As = so und A6 = Hr 0 
follih — 
au 12, 22 αöꝰ - 147 | 
” und hieraus 
a=12ı,b= 36, c = — 643. 
= oral die geſuchte Gleichung iſt 


4 


W vs — 12v⸗ f 367 643 —20 
©. in diefer Gleichung die Zeicben nicht durchaus abwech⸗ 


fein ſo ſchlieffo ich baraus ſollen/ daß die gegebene Glei⸗ 


chung 


96. . 5 Bor den Gleichungen. 


cbung nothwendiger Weile zwey imaginaͤre, und rate 
‚nicht mehr als. eine reelle Wurzel hat Mr. 16). 


Folglich find die natürlichen Zahlen o, 1, 2, 3 ic. dies 
- jenigen, welche man anſtait x zu ſetzen hat (Nr. 6). 


Nehme ich nun x poſitiv, und ſuche nach der Ne. 
123. erklaͤrten Methode die Grenze der Werthe von x, fo finde 


ih Va + vs < 3; folglid ift 3 die gefuchte Grenze in 
ganzen Zahlen, und es ift Daher genug, bey der gedachten 
Subfitution die 3 fortzugehen, Hierducch findet man 
\ — 5 — 6, — ], 16 ° 
und es echellet auf diefe Art, daß die gefuchte Wurzel zwi⸗ 
ſchen a und 3 fallen wird. Es iſt demnach 2.der Beh | 
. derſelben i in ganzen Zahlen (Nr. 2). ' 


Nun ſetze ih, nach $. 3, ı=2 r =, und befomme 


dadurch, w wenn ich die Glieder nad y orbne, die Gleichung 

op —g-ı=o | J 
worin ich die Zeichen veraͤndert hate um, dag ver € ued 

poſitiv zu erhalten, 


Dieſe · Gleichung hat nun notfmendigen. Meile m nur eine 
einzige Wurzel die größer ift.al8 eins (Nr 19), ſo daß man 

darin, um den Werth von y durch die Näherung zu finden 

bloß die Zahlen o, ı, 2, 3, zu fubftituiren braucht, bi 


man zwey Refultare findet, die ‚entgegengefegte Zeichen bar“ u 


‚ben. 


Um nicht zu biet unnäge Sutpiturimen zu berſuchen 
bemerke ich, daß yo geſetzt, ein negatives Reſultat giebt, 
, und daß man. dergleichen ebenfalls durch die Supftiturion 
zw sobefommt Ich fange daher von y==.ı0.an, und 
| | 0 i finde 


14 


+ 





oo. 
. 


IRB, der Aufloſung der cuimenſchen Sbichurgen. 97 - 
| finde, indem ich hach und nad 10, 13 rc. für y ſetze, die xe⸗ 


ſultate — 61, 54 2. Folglich iſt der Werth bon y'in ganzen 
Zahlen 19, and apg=ıo: . rende ı 
-R PS PES 3. 7 7 ze 


. Gege h ich nunmeht yazııo. vo Vefonzine ich die 


Gleichung 27 J F Ce 


| und bringe ih in diefe Gleichung für z nad) — bie 


Zahlen I, 2, %., fo ergeben ſich die Reſultate — N 
ünd es if fi su ’ 


> 


J ſetze ich noch 221 F — und Str Bad 


; 


—* ie == 4,2, %c. genommen, Die Reſuttate * - 003 
x, geht. Folglich iſt S1, nf; * 


Faͤhrt man auf dieſe Art font, fo findet man die Zahlen. 
8,10, 1,1, 2, a, 3. 1, 1, 12, ec., und es laͤßt ſich daher die 


geſuchte Wurgel durch folgenden Study ausbeuden: 1 


& 
. 

. . 
nn! 
F 
- 


a4 an 
—“ 
| - v 147 5 od - - 
wer Ti  « . 
“ N 0. - Sn 1 T R3 


etw... 04 
welcher nach SR. 23: Me Pie sieht . - " 


.f 


2, "21. 23. 
. u. 10° Ey Ber Fr | 74° 275" 344‘ 
En Er 216415. A —W ur 
die wethſelaweife Heiner und größer ſnd, * der Wenh 
mu... . no 


, \ - . \ v. 
. n .. " 6 Der 


“on Treu Pas or. _ 61 ro m 


DB, 8% . 238 on 


\ 


\ 





4 


998° 0 -Won ben Gleichungen. ee 


Be it Ruug. -— 3.in größer als die gefuchie Wur⸗ 


ie aber die *** er weniget afe rc (Te 


23.2). * wu add O000000163.. Wenn: man daher 
den Bruch * in einen Decimalbruch verwandeit. ſo in 


derlelde bie, auf Die: 7te Stelle genau, | Mon findet aber durch . 
diefe Verwondiung 20945 a865 .2 und es fällt daher | 
Sie gefuchte Wurjel zwiſchen die Zählen 209455149 und 
J 2,0945°147- | 


Mewion fand burch Feind Mehöte 2,09455147%. und 
es —* daher. dieſelbe hier ein ſehr genaues Reſultat As. 
kin man würde Kb täufcben, ‚wenn man diefelbe Geachias 
keit in allen Faͤllen von ihr erwarten wollfe 


26. 
=. a vi en. rn u 


. Bat de; bepden brigen Wurzeln eben dieſer Bleichuns 
And, Wiu man fie indeß finden, fo enthält Fr. 17. den 
Meg, welchen man dazu zu beireten ‚bat | u 


Man nehme alfo die eden gefundene Gleichung für 
. wieder zur and, und ſete darin — w fürv; Hierdurch be⸗ 
kommt man⸗ 
w3 } Iaw2 — 36 6, = 

und es kommt hier didß darauf an; daß man "ine teelle 
' und pöfitive Wurzel don dieſer Gleichung finde.” Da nun 
- daß lepte Glied derfelben negativ iſt, ſo hat ſie nothwendi⸗ 
ger Weiſe eine reelle Wurzel, und man findet den Werth 
derfelben in ganzen Zahlen, wenn man für w nach uud nach 

“ die Zahlen Oy I, 2 3, 36 ſetzt (Me. 3.) Setzt man w 6, 

ſo 


⸗ 





3.8, ber Auflöfung be numeriſchen Glechungen. 9 
ER das Reſultat = — ari, und ſetzt man w > 7. fo 
iR daſſeibe + 40. Kolglich ift der. Werth der poſitiven \ 
wel biefer mn An ganzen Bablen 2 6, , 


Man fee alſo w= 6 F wodord. man nach Werde | 


| derung. ber-Zeichen . 

271u3 —- 21612 ni =o, 
findet, Fäßt man u nach und nach o, ı, 2, 3, 1c. bedeuten, 
ſo findet man — 1, — 36 * 53, und es iſt daher ı der Werid, 
von u in ganzen ‚Zahlen. | , 


\. 


Sett man aljo,u = I #- ſo echãlt man, nach aber 


maliger Veränderung der Zeigen . . ’ 

" I 36x23 . — 17122 — 47x — I EG, 

Ä Subſtituirt man aber fuͤr x nach und nach die Zahlen ö, u 
2, ꝛc, fo geben dieſelben bis 6 negative Refultäte, ımd 47 

ein poſitives, nemlich 9218. Es iſt folglich 6 6 der Werth‘ 
von x in ganzen Zahlen . i " | 


Faͤhrt man auf diefe Art. font, ſo :nähert mon fi dem 
Werthe von wimmer mehr und.mehe, und findet dafuͤr role 
genden continuirlichen u - 


vw= — 6 7 * 
or u 5/7 % nn 
Beige folgende Belle: giebt, J nz 
S&, zZ, 8, ꝛe. J 

1* L. 7 J J 2 

Hat m man fo w gefunden, fo if Er. 17.) e * und alfe 
' 

Cheln. : 7, j 


.. . . ' ’,. 
* „08 * sır 9 ⸗ * 
| & | Nun 
r . 3 . 
2 
’ . u 
, " r . ‘ 


‘ 2 


J 


100 — Bon ben: Siangen. 


Nun bringt man set — ı, für x in die gegebene | 
Gleichung, und formirt Daraus zwey Bleichungen, fo daß die. 


‚eine die reellen und die andere Die imaginären Glieder mit 
dem Zeichen V — I enthält, Hierducch befommt ‚man 
| gr em 5=0 
202 — 62 — 2=0 


‚Ferner ſucht man den geößten gemeinſchaftlichen Divifor dies’ - 


fer beyden Gleichungen, und ſetzt dabey die Dioiſion bloß fo 


weit fort, dis man einen Ref findet, worin «« nur in der 


erten Dignität enthalten if.” Diefer Reſt if 


u 863 # 4, on ty ar 
— — 5... 
3 | pr r 2 
und = o zefetzt aiebt derſelde en 
15 — 7 
— ER 
Ä 7* — 


uf dieſe ür hat man alſo nunmehr ? die beuden, imaginären = 
Wurtzeln der gi gebenen Gleihung « Hey —ı ung .— 


27. un 
Ei weden wie folgende Gleichung a nehm 
| pe 23 — 71x}7:=0 DE: 
wo u 
m= 3, und foiglich n = 3 
| | 1 
kh=0Ba—n c=-7 N 
AI 2 0 A= 14, A.m—ar, Aa 
AS=— 265, A6 = '833 
a1 = 4 = 882, 43* == 18669 
| und | 
| Yun ba, c=M 
ig, ſo deß die Gleichung tar v folgende wird: : 


[3 
Wok: n j 
j u, v . ‘A . 


- 


> 


y3 


— — — 


N 


2. ®. d. Auflbſung der nee Srdurgen. 1d1 


| ww — pn+gr—9=o oo. 
. Da die Zeichen in- diefer Gleichung abwedhfeln, fo Hat. mar 
daran ein Kennzeichen, daß alle Wurzeln der gegebenen Gleis 
hung reell ſeyn fönnen (Nr. 16.), und da dieſelbe meht dur. 
vtheilbar ift, fo folgt auch, daß die Gleichung für x keine 
gleiche Wurzeln hat (Nr. 15. ) — 
Man fee alfo (Nr. 11.) v = =, fo befommt. mar, 


wenn man noch ordnet, 
. X . sa . ”. y 3 


Da hier⸗ der größte, negative Eoefkiet = 9 iſt, fe koͤnate 
man I == 10 ſetzen (Nri 12.); man kann indeß eine gatauıye 


Grenje fiiden, wenn man dig Heine Zahl pcht, webes ob | 
gende drey Größen pofitiv erden J | 


.-L 
N 13 — 12 — un un 
J * m 5 
azu- en 
gl ug 


Thut man dieſes, fo ergliebt fich i unden man n hat aiſo 
23 Mr. 11 ) und folglich ä= 


Bringt man dimnach fra x in bie schen on⸗ | 


hung, fo befommt man | te 
on, gr g=o u 

worin man für x Bloß die natüchiäen Jahten 0; 1, 2; 3, ıc. 

zu ſubſtituiren braucht. Nach der Methode Mr. 13. 3. findet. 


man, daß die Reihe der Refultate nicht mehr als zwey Ab» - 


wechslungen der Zeichen hat, und ed Bat daher die gegebene 
Steigung auch nicht. mehr als zwer poñtloe Wurzeln, wovon 
G 3 E die 


son - ' ..) Bomben. Gleichungen, 
Die eine wwiſchen bie Zablen’& und $, und bie andere ini 


fen ri und - fällt. Man fleht hieraus, daß der Derth 
von bepben Wurzeln in.ganzen Zahlen = 1 if, . :. | 


Nun nehme man x negativ (Nr. 4. ), um auch die nes 


gativen Wurgeln der Bleihung zu finden. Hlerdutch bu 


kommt man die Gleichung 
u I —- 7x TO. fe 
Da das legte Blied diefer Gleichung negativ iſt, fo muß fie 
nothwendig eine pofitive Wurzel haben (Nr. 3.); allein da 


wir bereits die beyden Abrigen Wurzeln Pennen,.fo wiffen 
wir auch, daf fieideren nicht mehr haben kann. Man hat 


demnach auch, Die gedachte pofitive Wurzel in ganzen Zahlen 
au finden, bloß nöthig, fuͤr x die natärlkhen Bohlen o, T; 
‘2, ꝛc. zu ſubſtituiren, bie man zwey Reſultate mit entgegen⸗ 
gkeſetzten Zeichen findet (Nr. 3); und da die Zahlen 3 und 4 
dergleichen Reſültate geben, ſo iſt 3 der Werth von x in 
x3 — x — 7=0o, und folglich — 3 der Werth von x 
in der gegebenen Gleichung. 


J 


Nachdem man auf Diefe Art gefunden, daß die Glei⸗ 


chung drey Wurzeln hat, zwey poſitive und eine negative, 


und zugleich den Werth dieſer Wurzeln in ganzen Zahlen 
Pennt: fo fann man fich dem wahren Werthe einer jeden nad 
$. 3. fo fehr nähern old man irgend will. J 3 


Wir wollen von den poſitiven Wurzeln ana, . 
und in der Bleihung xz3 — z17=0,x=1ı 3 iz 


y 

ſehzen. Dadurch bekommen wir 
Poy2tatımo 
"Da 


= 
[ 
nn et £ nn _ ee Te 00 





| | oreher ſind ae 


Br | | 
3.8. d. Auflüfung ber. numeriſchen Gleichungen. 203 


Daı der Werth zweyer Wurzeln in gahzen Zahlen iſt, ſo 
inuß dieſe Gleichung (Ne. 19. 2.) zwey — haden, die 
Ich verſuche alſo, ob ſich die Merthe dieler benden 
Wurzeln‘ naͤherungsweiſe durch die Suhftiturign der ganzen 
Zahlen 0,7, 2, 2. finden laſſen. Da bloß das Glied 4y2 nie 
galio iſt,: ſo iſt es Me. 13. 17) hinlaͤnglich, dieſe Subſtitutzog 
- ut ſo weit fortſetzen, bis72 oder 42 vder yc. wirdu 
Setzt man nun y=o©, 1,2, 3, 4,ſo0 find die Ralyltase 
1,1, —1,1,13; woraus folgt daß die gefuchten Wurzeln ein⸗ 
mal zwiſchen ı uhd:2, und gweytens zwilden.z:und:3 Fals 
len. golgli find die Werthe / von y in ganzen, ‚Aal z 
und 2. 


St man alfo D) = 1 F 7 6 bean mon, die 
Steigung 
. 23 — 223 - — 5— pꝓ. 1.0: 
und diefe Gleichung hat nit mehr als eine el Wuriel⸗ 
die größer ift ale eins (Re. 19. 2.) Spt man demnach 
sen 2, ꝛc. dis man zwey Reſultate mit entgegen gefetzten 
Zeichen bekoͤmmt, ſo findet man byz = =, — 1, und bey 
= #47. Belglich ift 2 der Bee vn. in ganzen Zah⸗ 
N en. + . | , 


. Man fee alſo 2 2 + =, fo bekommi man ns 


Beränderung der Zeichen ur | 
u3 } 302 - 4u— Immo 1 
Set man um 1, 2, 26. fo findet man den Werth von a 
in ganzen. Zahlen = I. - Auf mMonlice Art. kann man weiter 
fortfahten. 
| 4 Sextzt 


nu on Rn Den den orisan. 


; Set man D y * 2 1. * b findet. man, wenn man 


u Biefen Werth in die botherhehend⸗ Sleicang bringt, m 


Die Zeichen verändert, | 
EB zo 120 


Dieſe Sleichung hat, fo wie die vorhergehende Gleichuũg 


Für *, nicht mehr als eine Wurzel, die größer if als eins, 


ſo daß man nurz = 1,2, x. fegen darf. Hierdurch er⸗ 


Alt man die Refuftate — 1, 15 und iR alfo 1 der Wetrh 
von z in ‚ganfen Bohlen, 
Man fege daher 201 * =, 2 Beton man 1 me 


—* der Zeichen —— 
‚3 — zu2 — 41 — 120 * 


A 
> 


und Die Gleichung, auf die, vorhergehende Art ent, 
giebt für u-in ganzen so 4. 


Ent man v4 15 _ ſo laͤßt ſich auf ini Art | 
dir Werth von w inden, u. Y m. 
.. Es find: dennag die beyden poptipen Bure der van 


N PR I 2 

N . X— u — .-.4 . RK s 8 un 
— T ıgı . - 
%. 1 


1 
7 + r u 
. . 7 *. -_ 
und diefe Brüche Tann man, wenn malt will, wie Mr: 23.24 


verwandeln: | 
J Um 











N 
{ f 


3. 8; d, Auflöfung.ber numerifchen Gleichungen: 105 


Um nun den Werth der negativen Wurzel näherungds 
weiſe zu finden, nehme man twieder die Gleichung 
x3 — 1X —-7=0 - 
zur Hand, wovon man fhon weiß, ‚daß x in ganzen Zahlen 


—3 in. Man eiezmit, f betenun mon nat i 


‚ Beränderung der Zeichen 
Moon -gmı=o 

und da diefe Gleichung nur eine reelle Wurzel Haben kann, 
die größer als eins iſt (Nr. 19. 2.): fo findet man den Werth 
von yin ganzen Zahlen, wenn man nach und nach y= 1, 
a, 2. ſetzt, bis man zwey Reſultate mit entgegengefegteg 
Zeichen findet, Dies gefchieht, wenn y=30, 21-wird, und 
es iſt daher der gedachte Werth von y = 20, 


Faͤhrt man mun auf eben die Art als vorhin fort, fo 
j ſindet m man ‚für die gegative Wurzel der gegebenen Gleichung 


85442 Zu— 





4. Zufäge, zu der - vorhergehenden 
| Abhandlung. 
s + Dom 
w Herten de la Grange 
uns dem vier und smanzigfen Bande der Memoiren der Koͤnigl. 
Akademie der igenſchamten zu Berlin. on 


ar * 


J. habe unter dem el: Ueber die Aufloſung der nu⸗ 
meriſchen Gleichungen, eine allgemeine Methode dieſer 
Aufloͤſung, woran es bis jetzt noch fehlte, mitgetheilt, und 
hoffe, daß dadurch die Luͤcke ausgefuͤllt ſeyn wird, welche dee 

gemachten Verſuche ungeachtet noch immer ſtatt fand. Sie 
lehrt nemlich nicht nur, wie man die Menge der reellen po⸗ 
ſitiven oder negativen, gleichen oder ungleichen Wurzeln in 
jede Gleichung finden kann, ſondern ſie macht auch mit den 
Wegen bekannt, ſich dem Werthe dieſer Wurzeln in rationa⸗ 
len Zahlen ſo weit zu naͤhern als man irgend will; und dies 
iſt es meiner Meinung nach, worauf es ber der Auflöfüng 
der Gleichungen ankommt. | 


Da ic Gelegenheit gehabt habe uͤber dieſen Gegenſtand 
weiter nachzudenken, fo habe ich verſchiedene Bemerkungen 
geſammlet, wodurch meine Methode noch vollkommner und 
leichter gemacht werden kann. Es ſcheinen mir dieſe Bemer⸗ 
kungen 





- 


— 


4 Fortfetzung der- britten Abhandlung. 107 
Zungen der Aufmerffamfeit der Mathematifer nicht umwerth/ 
and a will fie daher ebenfalls minpellen, 


v. 


— I. 


| Veber die imaginären Wurzeln ber J— 


Erſte Anmerkung, | 


Wie man erkennen kann, daß eine Gleichung Iauter- reelle 


Wurzeln babe, 


.Ie u 


Ich habe Nr. 8. der vorhergehenden Abhandlung allge⸗ 
meine Kormeln gegeben, vermittelſt welcher man dus jeden 
gegebenen Gleichung eine andere herleiten fann, deren 


Murzeln die Quadrate der Differenzen der Wurzeln der ges 


gebenen Gleichung ſind. Sind nun. alle Wurzeln einer. 


Gleichung reell, fo ift Elar, dab die Quadrate ihrer Diffes 


renzen insgeſammt pofitiv feyn müffen; und es muß folglich 


die Gleichung, deren Wurzeln diefe Quadrate find, und 


weiche in der Kolge die Bleichung der Differenzen heißen 


ſoll, da fie Feine andere als reelle pofitive Wurzeln bat, 


vom Anfang bis zu Ende lautet Abwechſelungen der Zeichen 


| enthalten, fo da& daher die urfprängliche Gleichung, wenn 
dieſe Bedingung nicht ftatt findet, nothwendiger Weife ima⸗ 


ginaͤre Wurzeln ab 
Da ferner die Anzahl der imaginären Wurzeln in 


den Gleichungen allemal eine grade Zahl, und Die allges 


meine Form diefer Wurzeln et eV —- na— V —ı 


iſt, wo ⸗ und S reelle Groͤßen bedeuten: ſo kann die allge⸗ 


meine 


— 


Im 


og L Bon den Gleichungen. * 


meine Form dee Differenz Jeder zweyer zufammen gehbrigen 
imaginären Wurzeln feine andere ſeyn, als aev—ı 
und folglich das Quadrat diefer Differenz Peine andere Form 
haben ald — 462, fo daß daflelbe allemal eine reelle negas 


"tive Größe wird. Wenn alfo die gegebene Gleichung ima⸗ 


ginäre Wurzeln hat, fo muß die Gleichung der Differenzen 
zum wenigften eben fo viel reelle negative Wurzeln enthals 


ten, ale ee in det gegebenen Paare von t imaginären Wur⸗ 
zein giebt. .. 


Dieſes Habe ich bereits im zten 6. der gedachten Abs 
Handlung bemerft; allein es ‚läßt ſich daraus noch eine ans 
dere Folge herleiten, welche ich ihrer Wichtigkei vo her⸗ 
ſetzen wil. 


Wir haben geſehen, daß jedes Paar imaginaͤrer Wur⸗ 
zeln einer gegebenen Gleichung zum wenigſten eine reelle ne⸗ 
gative Wurzel in der Gleichung ihrer Differenzen hervor⸗ 


bringt. Nun iſt bekannt, daß eine jede Gleichung nicht 


mehr reelle poſitive Wurzeln als Abwechsiungen ungleicher, 
und nicht mehr reelle negative Wurzeln als Folgen gleicher 


- Zeichen haben _Fann. Wenn allo eine Gleichung imagnäre 


Wurzeln hat, fo kann Die Anzahl derielben nie größer feun, 
als die doppelte Anzahl der Folgen gleicher Zeigen in der 
Sleichuns der Differenzen. 


⁊ 


| 4 

Hieraus und-aus dem Obigen fließt, daß dir gegebene 
Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, wenn die Gleichung 
der Differenzen lauter Abwechslungen ungleicher Zeichen 
tnthält, und daß dagegen nothwendig imaginaͤre Wurzeln 


w 


⸗ 


in 


2 Zn - 





4. Gortfegung ber drittzn Abhandlung. 109 


in ige angetroffen werden, wenn diefes nicht Ratt- findet, 
Auf diefe Art laͤßt ſich alſo allemal Derek: ob eine ie Sie 
Bun imognafe Wurzeln hat oder. nicht. 


Pan 


zZweyte Anmerkung. 


KRegeln zur Seſtimmung der Menge der imagindee 
. res ver Gleichungen, 


S 5 
Es keven a, b e, ‚4 x die reellen Wurzeln einer Glei⸗ 
gung, at Yu, se —V—ı, ytV—n 
NV = 1, ꝛc. die imaginären. Dann ſiad die Qua⸗ 
drate der Differenzen Diefer, Wurzeln En | 
(a — b)2, (a — e©)2, (@- — d)3, % . 
bc), b— dj, x. ” 
— d)2, ⁊c. . 

442, — 42, ꝛc. nn 
eat ne, Gain 
breV - 127“ “ber — 12 

(= ce" —.n2,. Le = 0o-— sV— D2. 
„dTV — 2, de. = um. ev — ı1)2 
Ä 20° 
| mar ns. Wahn 
G. - b XV 0. —b— IV — D2 
ot Vo 22%. W-ce-V—-n 
eat na, wod— IV 8 
ꝛc. 
— na ey ——— 
eytetdv— 1)2, mens, +aYr—ı)2 
ꝛc. I 
ud felbige alſo⸗ auch die Burn der Sic der Dit, 
renzen. 


J 


⸗ 


“ 


| u * Kor den Segen un 


| Es key m der Erbonent⸗ der gegebenen Gieichuag ‚ws 
| alſo im gfeichift der Menge der Wurjeln a⸗/b, c, ꝛtc. V—, 
yon stv —-1,9- -W 1, ie; ſo if der Erpo⸗ 


nent der Gleichung der Differenzen. - mem F =D en (NM. . 


d. vorherg: Abh.). Nun fey p die: Anzahl der eeellen Be: 
zeln a, b, c, ꝛc, und ag die Anzahl der imaginaͤren — —— 
- —— VX — 1,10, folglich m 
px 24. Dies vorausgeſetzt echellet aus. der vorſtehen⸗ 
| den Tabelle leicht, daß ⸗ ans den hi Wurzeln der Gieichung 








| der Dilerengen —E reelle und poſitive, qg reelle und 


negative, und, a6 * 9; — u) imaginäre Burzein ge⸗ 
den wird. | | 





oo | | . % | Bu 
Suse man, nun das —*8 ale Bidet Wurzeln, ſo 
iſt klar, daß das Produkt der Do tiven Wurjeln 


allemal pofitio, das Produft der: | hegativen Wuͤrzeln aber 
poſitiv oder nedativ ſeyn wird, fe nachdem g- eine "gerade 
oder eine ungerade Zahl iſt, und was die ag(p *9 — 1) 
negative Wurzeln betrift, ſo in das Produkt derfelben eben⸗ 
falls allemal pofitio, Da nemlich je zwey und ztdeh imagi⸗ 


naͤre Wurjeln unter-die allgemeine Form (A * BY i)2, 


G - BY — 1)2, gebracht werden konnen ſo hat das 
Produkt aus je zweven die Form (A2 } Bæ)⸗ und es iſt 
demnach das Produkt aller dieſer Wurzeln allemal poftin. 


Folglich ift das Loetel⸗ Vrodukt allemal pofiti oder 
negativ, je nachdem g eine gerade oder eine ungerade‘ | 


| 211 2) 
| Sun 





— — — 


—g m 
24 
2 


Baht Da allen n= 


⸗ 
—26 


4 Sortfegung der. dritten Abhandlung. Tıı 
Run if, wie bekannt, dus letzte Glied einer Gleichung 5 
gleich den Produkten aller’ Wurzeln, und pofltiv oder Negas 


tiv, je nachdem die Anzahl. diefer Wurhein eine gerade oder 
eine ungerade Zahl iſt. 


— 


Es muß folglich as siegte Wiedd der Gleichung der Dif⸗ 
ferenzen, deren Erponent n iſt, pofitiv ſeyn, wennnundg 


bepyde entweder gerade oder ungerade Zahlen fi nd, negativ. 


aber, wenn die eine von diefen Zahlen gevade und die ans 
dere ungerade iſt. J 
⁊* | 
Wenn num n die Zahlen n und q entweder beode gerade ö 
oder beyde ungerade Zahlen find, fo it n — q nothwendig | 
eine geräde Zahl, ift aber die eine von ihnen gerade und die 
andere ungerade, ſo iſt n — nothwendig eine ungerade | 
mem — 2 
2 





und m= p-t 29 iR, fo wird, " 


RZ D. 2a fg- 7), und es in folglich 


n—g ent eine gerabe oder eine ungerade Zahl, ie nach⸗ 
ee 





n-g= 





dem = gebe oder ungerade iſ. 


Pr diefe Art muß alſo nothwendig das letzte Bid dee’ 
Bleidung der Differenzen pofttio oder negativ ſeyn, je nach⸗ 


dem en gerade oder ungerade ift, d. d. je nachdem 


die Menge der Eombinationen der reellen Wurzeln der geges 


benen Gleichung zu ‚wen duch eine gerade oder vun. eine 
ungerade Zahl ausgedruckt wird. 0 


2 


{ j] 5 " ‘ 8 Ans 
4 
N . 


112 .. » 1. Ben ben Gleichungen. 
8. | 
Angenommen alfo 2 daB das gedachte-lehte Glied pofis 


g PR—N EZ 


üofey, fo mu ? eine gerade Baht, md, folglich 


entweder 
= = an und ven, ar undpeati 


ſeyn. Hieraus folgt, daß i in dieſem Falle die Anzahl der reel⸗ 
len Wurzeln der gegebenen Gleichung, wenn der Exponent 
F der Gleichung eine gerade Zahl iſt, ein Vielfaches von 4, 
‚menn aber diefer &rponent eine ungerade Zahl if, ein Viel 
. faces von 4 um ı vermehrt fen muß. Es fann alfo in dies - 
ſem Falle die Gleichung nicht 2 ober 3 oder 6 oder 7 reelle 
Wurjeln uff haben. 


Iſt aber 2) das letzte Glied der Meiduns der Dißeren⸗ 
| Pan 1)-- 





zen negatlo und alſo 
entweder 


| Fantımımora ALLE und 


eine ungerade Baht; ſo muß \ 


PF= 41.73 

feon. Es iR alfo in diefem Kalle die Anzahl der reellen Wur⸗ 

zeln der gegebenen Gleichung nothwendiger Wetſe entweder 
ein Vielfaches von 4 um 2 vermehrt, wenn der Exponent 

der Gleichung eine gerade, oder ein Vielfaches. von 4 um 3 

vermehrt, wenn der Erponent der Gleichung eine ungerade. 

Zahl if. Es kann alfo die Gleichung in dieſem Falle nicht 

I oder 4 oder 3 oder B oder 9 veelle Wurzeln uf. w. haben, 


9. 
Auf diefe Art ift man im Stande beyhm bloßen Anblicke 


der Zeichen der Gleichung der Differenzen zu beurtheilen 
ü | | 1) ob 


2 





— — ss... — 





4. Fortſetzung ber dritten Abhandlung. 113 
i \ — 1 ‘ 


2) ob alle Wurzeln der gegebenen Gleichung reell ſind 
oder nicht. . u | 
2) ch die Menge der reellen Wurzeln eine von den Zahlen 

4 5,8; 9 12, 13, ꝛc. oder von diefen 2, 3, 6,7, 

10, II, ⁊c. iſt. Diefes reicht bin zur Deftimmung der ° 
Mende der reellen and imaginären Wurzeln derer Gleis 
chungen, welche den fünften Grad nicht üderfteigen, 
und überhaupt, wenn man zum voran? weiß, daß die 
" Anzahl der imaginären Wurzeln nicht geößer als 4 ſeyn 

Tann. - | 


| Vielleicht laſſen fi, wenn man diefe Theorie weiter fonts 
fekt, ſichere Regeln finden, um die Anzahl der reellen Wur⸗ 
zeln einer jeden Eleichung zu beſtimmen, wozu die bisherigen | 
Regeln entweder nicht hinreichend find, wie die von Newton, 
Maclaurin ıc., oder nicht würflich gebraucht werden Pönnen, 
wie Die von Stirling, Gua u. f. w. weil daben die Aufloͤ⸗ 
fung der Gleichungen der niedrigern Grade vorausgeſetzt 
ODrtitte Annserfang  : 5 
Anwendung des Bisherigen auf die GSleich ingen vom 
— zweyten, dritten und vierten Grade. 
nn u Ve \ 
&8 fen Eine Gleichung vom zweyten Örade gegeben, de 
sen allgemeine Form diefe ift, on 
a 22-AxpBS o. | 
Die Steihung derDiffereizen ift eine Gleichung des Gras 
des * == I, und, nach ber Bten Re; der vorhergehenden | 
Abhandlung, 


+ 


- 


114. 1-Bon ben Öleichungen. 
" v — a — 0 

wo man alſo 
4a A2 — 4B 
hat. zolglich fi ſind die Wurzeln dieſer Gleichung entweder 
beyde reell oder behde imaginaͤr, je nachdem A2 — 4B> o 
‚ oder <oy und beyde einander gleich, wenn A2 = 4B iſt. 


IL. 


8 fey die allgemeine Sleihung des deitten Grades 
x3 — Ax2 HB — Co 


| win Die Gleichung ihrer Differenzen gehört zu dem Ä 
Grade m 3, und iſt, nach der gedachten Methode ge⸗ 


ſucht. | 
vB. av2 bv-c=e 
a ſo daß 
‚da ==. 2(42 — 3B) Ä 
AGb (A: — 3B)2 . :: \ ' 
gs 4A — 32 — 340) — (gC ame 
iſt. Sollen alfo F drey Bancin, zeit fon, ſo muß 
DA? — 38 > o, und . 
9) 4(A2 — 3B)(B2 — 3AC) — (sc _ AB)2 > 0 
werden. Fehlt eine von diefen Bedingungen, fü ‘hat die 
Gleichung zwey imaginäre Wurzeln. - 


x - -I2. _ on 
Nun ſſed die allgemeine Gleichung des vierten Grades 
. x4 4 Bx2 — Cx+Dmo 
gegeben, worin das zweyte Glied fehlt. Die Gleichung der 
- Differenzen if eine Sleichung von Gten Grade, und ihre 


Form (amd: , 
er — 








— — — »_ 





in. W | 
. — 932 Es 


vs — a5 bva — cv3 + dy2 -eutf=o ' 
fo daß 
am —8B. 
16b = a2B3 + 8D \ 
43c = — ı8B3 T ı6BD F 2602 _ 
444 = 17B* f 24B2D — 7.1602 * 3.168C2 


4. Gortfefung bei britten Abbandlung. 25 


4fe = — 4BS — 2.27C2B2 — 8.27C2D }3.43BD2 


— 2.42B3D 1 


ug = 4D5. — 23, 42B2D2 + 42. 32C2BD } 42B4D | 


— 4C3B3 — 33C4 , 
Weuntet. Wenn daher die Groͤße 


4D3 — 22. 42B2D2 + 42 „ 32C2BD + 42B4D — 


4C2B3 — 43C4 u | 
negativ ift, fo hat die gegebene Gleichung nothwendig zwey 


reelle und zwey imaginäre Wurzeln; ift ſie aber pofi itiv, ſo 


find entweder alle Wurzeln veell oder alle imaginär. 


- Kun find alle Wurzeln reell, wenn die Werthe aller 
Eoefficienten a, b, c, d, e, f, poſitiv find, und werden alfo 
insgefammt imagınar feyn, wenn f pofitiv ift, und ſich dabes 


unter den uͤbrigen ‚ein negativer befindet. - 


Es fen alfo der Coefficient f poſitis, fo daß man 
40p — 23, 42B2D2 t 342. 32C2BD r 42B4D — 4C2B3 
— 33C4>0. ° ı 
habe; fo findet man, daß die übrigen Coefficienten eben⸗ 
falls pofitiv feyn werden, wenn zu gleicher Zeit ' 
B<sound BB — 4D> 0 


if, und, daß Hingegen einer von ihnen negativ werben "muß 
wein 


\ 


> 0 oder 82 — 40 <o 


— 





u16. I-Von den Gleichungen. 


Es find daher im erſten Falle alle Wurzeln-der geges 
been. Öleihung reell, und im zwepten insgefammt imaginär; 


Mar Fönnte auf ähnliche Art die Bedingungen finden, \ 
bey welchen die Wurzeln der Gleichungen des fuͤnften Gra⸗ 
des ‚entweder insgeſammt reell, oder zum Thell reell zum 

E Theil imaginar find; ach Ki die Gleichung der Differen⸗ 


zen eine Gleichung von > 2 = ıöten Örade feyn würde, 


u # wird die Rechnung ſeht oe und verwickelt, 
* 
Vierte, Anmerkung. 


| Ueber die Kr, die imaginären Wurzeln der Gleichun⸗ 
gen zu finden. 


13. 

Wir heden in der jioeyten Anmerkung geſehen, vol 
jedes Paar jufammen gehörige imaginäre, Wurzeln « + 
eV —ı, ⸗ — 45 — ı eine reelle negative Wurzel 
wi 482; in der Gleichung der ‚Differenzen hervorbringt. 
Sucht man alſo die reellen negativen Wurzeln dieſer Glei⸗ 
&ung, fo findet man jedesmal die Werthe von — 482, und 
 permiftelt des daraus leicht zu erhaltenden Werthes von ⸗ 
bekommt’ man ferner, na® den Vorſchriften der 17ten Nr. 
der vorhergehenden Abhandlung, «, Auf diefe Art erhält 
man alſd Ausdruͤcke für jede imaginaͤre Wurzel, deren Erfin⸗ 
dung oͤfters und indbefondere in der Integral Rechnung 
| nothwendig if. Hier will ich eine Anmerkung hinzufügen, 

welcde diefe Methode noch in ein helleres Licht fegen, und zu 
gleicher Zeit alle Zweifel zerftreuen wird, die man etida we⸗ 
gen ihrer Genauigkeit und allgemeinheit haden koͤnnte. 


| 14 "Wenn 


- x 
TAN nn 
’ . 








f} I . j x 
/ 
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— 14. 
Wenn die r:ellen Theile «, ꝛc. der imaginären Murs 
share —ı,a— st — u FV —ı x. ſowoht 
unter cinander ald auch von den reellen Wurzeln a, b, c, ıc. 
wuiterfcieden find, fo erhellet auß den Tabelle der vocherges 
binden Anmerkung, daß die Gleichung der Differenzen feine - 
andere reelle negative Wurzeln haben fann, als — 442, 
— 4233, ıc., fg daß die Anzahl diefer Wurzeln m:t der Ans 
zahl der Paare der imaginären Wurzeln der gegebenen Gleis ° 
&ung uͤbereinkoͤmmt. 


Allein ereignet es fih, dab fi unter den Größen =, 

. 9, 26. ſolche befinden, die entiweder unter einander oder den 
Groͤßen a, b, c, ꝛc. gleich find; fo hat die Gleichung der Dif⸗ 
ferenzen nothwendiger Weile mehr negative. Wurzeln, als 
die gegebene Paare von imaginären. 


Denn es ſey a 9— ſo werden die beyden imaginären. 
Wurzeln water — Da, Bay 1), 
beyde — #2, und.alfo reelle und negative Größen, fo daß, 
wenn die gegebene Gleichung bloß. die beyden imaginären 
Wurzeln ⸗ V — 1, a — ayY’ — ı enthält, dDießleihung 
der Differenzen, wenn «= a ift, außer der reellen negatia 
ven Wurgel — 483 auch noch diefe begden gleichen Wurzeln 
u. 2, — a2 in: lich ſchlieft. 


| Hat alfo die Gleichung der Differenzen drey reell ne⸗ 
gative Wurzeln, davon zwey einander gleich ſind, ſo hat die 
gegebene GSleichung entweder drey Paare oder ein Paar ima⸗ 
ginäre Wurzeln, 


guroäh die gegebene Steigung viee Imaginäre 
Burgen \ 
9 = Ä «tr 


— nu SE GE 2⏑—⏑— ——— 


a 1 Bon den Gleichungen. 


“vr, “Vi 
y+iVY—I V— dv — 1 


ſo bekommt deswegen die Gleichung der Differenzen die beys 
den reellen negativen Wurzeln — 482, — 492. ft ferner 
's=a, fo bat fie auch noch dieſe beyde, — 42, — #2; iſt 


x b, fo hat ſie noch — 32, — 32; und ift endlih «==>, 


ſo gehen die vier imaginaͤren Wurzeln 


ytG—-Nr— æ 
(G— r—- L.— VV — D2 
“—rt@rPvVr—n2 
‚G-r-rWVY—ın2 

Ä in | 

—- 6—-Na, —(— 92, — (erd2, — (19) 


5 


über, das heißt, fie werden reell und negativ und zu sucy 
genommen € einander gleich. 


. j 15, . \ 
Hieraus läßt 6 leicht folgendes ſchließen. 


1) Wenn alle reelle. negative Wurzeln der Gleichung 


der Differenzen unter einander ungleich find, fo hat die ges 


gebene Gleihung nothwendiger Weife fo viel Paar imagis 


höre Wurzeln, als jene Wurzeln hat. u - 


Nennt man in dieſem Falle irgend eine diefer Burzeln 


— w, fo hat man ſogleich = =, und bringt man diefen 


. Werth in die ‚beyden Gleichungen (H) dee ıyten Ne. der 


vorhergehenden Abhandlung, fo iſt man im Stande ⸗ zu ents 
wickeln, und alfo durch jede negative Wurzel — w zwey ima⸗ 
ginäre Wurzeln « ie _ » .—6/ — 1 u finden: 

F. — 2) Wenn 








/ . 
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22) Wenn fi) unter den reellen negativen Wurzeln der. 


Sleichung der Differenzen einander gleiche befinden, fo giebt 
"jede von den ungleihen Wurzeln, wenn dergteichen da find, 


ein Page imaginäre Wurzeln, wie vorhin; allein jedes Paar 


gleicher Wurzeln kann auch entweder zwey Paare imaginäre 
Wurzeln geben oder feine. Folglich geben zwey gleiche Wur⸗ 
zeln entweder vier imaginaͤre Wurzeln.oder gar keine, drey 


il entweder ſechs imaginäre Wurzeln oder zmey, vier . - 


gleiche, entweder acht imaginäre Wurzeln oder vier, u. ſ.f. 


16. 


Rum fegen z. B.—w, —w atmen gleiche negative 


Wurzeln der Gleichung der Differenzen. Man fege (== = 
| wie ‚oben, fubftituire dieſen Werth ‘von € in den Gleichun⸗ 


gen (H) der angeführten Nr., und ſuche den gemeinſchaftli⸗ 


: den Diviſor derfelben, indem, man die Diviſion bloß bis zu 
einem Reſte fortſetzt, wo e. nur in der zweyten Dimenſion 
vorkommt, weil ‘ nur einen doppelten Werth hat. 


“Sept man dieſen Reſt = 0, fo befommt man zur Be⸗ 


ſtimmung von « eine Gleichung des zweyten Grades, die 
alſo entweder zwey reelle oder zwey imaginäre Wurzeln hat: 
Im erften Kalle nenne man ihre Wurzeln «’ und Pr p 
find die dier imaginären Wurzeln | 
— a’ + — — HL 
| — ey —-ı 

en 27521 V 

— 4— V—1 
Im andern Falle find die Werthe von ⸗ wider die Vorauss 
ſetzung negativ, und dies iſt ein Kennzeichen, daß die beyden 


6 


geichen Wurzeln — w, — w feine Imaginäre Wurzeln J 


de gegebenen Gleichung geben. 


24 17. Dem 





. 
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17. I 
Wenn die Sleichung der Differenzen drey gleiche ne nega⸗ 
tive Wurzeln — w, m w, — w hätte, fo müßte manı 


| ‚wenn man A= = fegte, die befannte Digifion bloß bis 


zu einem Nefte fortfegen, worin = in deu dritten Dimenfien 


enthalten wäre. Setzte man darauf diefen Reſt = o, fo 


. hätte man eine. Gleichung des dritten Grades für e, woraus 
man entiweder drey rellle, oder. einen reellen und zwey imagis 
naͤre Werthe finden würde. Im erſten Falle hätte man ſechs 
imaginaͤre Wurzeln, im andern aber nur zwey; denn die 
imaginaͤren Werthe von « dürfen nicht gebraucht werden, 

weil ſie ch, nicht. mit der Annahme vertragen. Auf aͤhns 
lie ® Art verhält es fich ferner, 
| 6. 2. 

Ueber die Methode, ſich den Wurjzeln der Glei 
an in Zahlen zn nähern. 


2 I 18. 
Bir haben in der zten Mr. der vorhergehenden Ab⸗ 
handlung geſehen, wie man die Wurzeln der numeriſchen 
Gleichungen in continuirliche Bruͤche verwandeln kann, und 
wie vorzüglich dieſe Reductionen vor allen andern ſind. Jetzt 
will ich noch einige Anmerkungen mittheilen, wodurch dieſe 
Theorie alle mögliche Allgemeinheit und Snfashen bekom⸗ 
men wird. 


| Erſte Anmerkung. 
Ueber die periodiſchen continuirliehen Brüche, 
19. | 


Wir haben ſchon unter der 18. Dr. der korhergehenden 
Abhandluns bemerkt, daß der continuirliche Bruch, wodurch 
die 


—— — · — — 


— 


w a Es mn B. der Bruch folgender 
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die Wunel einge Gleichung ausgedruckt wird, endlich ſeyn 


muß, wenn dieſe Wurzel eine commenſurable Jahl iſt, und 


man alſo dieſelbe genau angeben kann; allein es giebt noch 
einen andern Fall, wo man nicht weniger den Werth der 


Wurzeln genau haben, kann, ob gleich der continuirliche | 


Bruch, wodurch er audgedruct wird, ohne Ende fortfäuft, 
Dies findet ſtatt, wenn der continuirliche Bruch ein perio⸗ 


diſcher Bruch ift, das heißt, wenn hey ihm diefelben Nennen 
in eben der Drdnung. ohne Ende wiederkehren. Hätte man | 


. 4. den Bruch 
or 
ati 
| Pr“ u 
w if klar, 26 wenn man den Werth dieſes Braga n 
nennt, 0. | 
amrtt,, \ 


kon wird. Es fließt aber hieraus die Gleichung 


4x2 — pax - p=o 


woraus ſich x beſtimmen laͤßt. Eben fo wuͤrde es fi ver⸗ 


halten, wenn die Menge der wiederkehrenden Glieder groͤ⸗ 
her waͤre, man bekommt allemal zur Beſtimmuug von x 


eine Gleichung des zweyten Grades, Es kann ſich aber 

auch ereignen, daß der continuirliche Bruch in feinen erfen 

Gliedern ivregulär fortgehet, und nur erſt nach einer bes 
Rimmten Menge derfelden periodifch wird. In dieſem Kalle 


kann man den Werth) des Bruchs auf eben die Art finden, 
und er wird. allemal von einge Gleichung des zweyten Gra⸗ 


J 


»t 5 


’ 


v 2 15 5 
714 
str. x 
. u | ‘rfı 
sr 
2 Ä Tre 
, "Sign man den ganzen Bud = = x und den- periebifen 
CThell deffelben, oder | 
| r . 
7 stı 
_ / rt rı 
L) 2 . | Ss + I 
' r}+“ 
0 m yy To hat man 
- / \ r 
x = — 
PT atı 
, \ » y ; 
woraus 
xp . Ä . 
un Bu —— ———— — EN 
87 a“ _ » ” ' 
llelt Han Dat man auch | nn — 
| ı | | 
m 7 ’ =r t $ * 
y ” 
und dieſes giebt / 


972 —- 12y - 150 
ser, wenn ı man für y feinen durch x antgehruen we 
ſezt, 
s(x pe a Li SS IC En de P)—: 
. | el gl np) En u 
| Wenn 








‘ 


x 
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Dem man diefe Gleichun entwickelt und nach x ordnet, fo 
hat man eine Gleichung vom zweyten Grade, 2 


® 
20. 


Man ſieht aus dem, was fo eben gefagt worden if, 
daß der gedachte Fall allemal ftatt finden muß, wenn unter 
den Gleichungen a), (b), (c), (d), ꝛc. der ıgten Nr. dee 
vorhergehenden Abhandlung zwey Gleichungen vosfounmen, 
weiche diefelben Wurzeln haben. Denn ift z. B. die Wurzel 
der Gleichung (c) nemlich * dieſelbe als die Wurzel: x der 
Sleichung (a) fo hat man 
xı=pYfı 

atı 
Ä . ‘x a 
Menn daher in einem continuirlichen Bruche gewiſſe Zahlen: 
-" in eben der Ordnung wieberfehren, fo fann man ſich auf die 
Art davon überzeugen, ob dee rontinuicliche Bruc ein perios 
diſcher fen oder nicht, daß man unterfucht, ob die Wurzeln der 
beyden Gleichungen, welche in ganzen Zahlen einander gleich 
find, ſolches auch durchaus find, d. h. ob die beyden Glei⸗ 
dungen eine Wurzel gemein haben. Dies erfennt man leicht, 
wenn man den größten gemeinfchaftlichen Dieifar derſelben 
fucht, weil derfelbe alle gemeinſchaftliche Wurzeln. enthalten 
-. muß, wenn g8 dergleichen giebt; und da wir gefehen haben, 
daß jeder periodifche Bruch eine Gleichung. vom zweyten 
Grade giebt, fo folgt, daß der groͤßte gemeinſchaftliche Divis 
for, davon hier die Rede iſt, nothwendiger Weiſe zum zwey⸗ 
ten Grade gehören wird. 


21. 


-Vorausgeſetzt alſo, daß man ſchon wiſſe, daß es unter 
den Sleichungen (a), m Ge), (d) ıc. zwey gebe, die eine. 
| | ‚Wurzel 


4 
D 


\ 
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der wiederkehrenden Glieder fp weit fortſetzen kann als man 
"Weihe der convergirenden Brüche, deren Nr. 23. der vor⸗ 


ohne einen na den andern beſonders zu berechnen. 


Eetzt man alſo, wie oben | 


Ä 
u L =r\, u 


\ 2 any + y Lv air + LV} \ 


V 
” 


Wurzel gemein haben, fo iſt mar auch verfichert, daR der 
gefuchte continuirliche Bruch ein periodiſcher Bruch ſeyn 
muß, ſo daß man alſo denſelben durch bloße Wiederholung 


will. Allein nun wollen wir auch unterſuchen, wie man die 
hergehenden Abhandlung gedacht worden iſt, fortſetzen kann, 
V 27. ’ 


- Bu diefem ande wollen wir annehmen, do man allges 
mein habe rn 





N =, — — a 
xoar t = — yo +43 * zu + sm. i 


fo daß x die —* Bun, Pr ze, 2, 10 ober die 

Wurzeln der Gleichungen (b),' (c), <4), rc. find, welbde 

wir oben: durch y, 2, u⸗ ꝛc. bezeichnet haben. Alsdann 
‚dat man 


3* =ı7 1 | 
5 + 55 j . , 
NZ re. a 


% , 


L=ı.' L = 0 


u — zu + 1 L* — auL! 
ya zauqu + y L"’ = zuu + L’ 





u. 2% 


"fe bat man folgende Brüche, die fih x nähern 


ı er gu. m 


Lv’ Pr ve mem 


' 


— ——— 


und fo ferner. 


nn. j 
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" / 23. ._ 
- . . .... | 
Bun glest die Glelchung x =} 5 


xx FIım=xt 4 T. 


Gert man daher für x’ in dm gwepten Gliede dieſer Sic Ä 


ung feinen Werth zu tz — and multiple darauf mit x, 


ſo befommt man | | 
zit = (a Ext dr ae han gl 


und eben R findet man, wenn man für x’ in dem zweyren 
J Sliede dieſer Sleichüng vu tz — fept, 


xt 
x PER 4 m —** + 2 
> ” L - .. ‘ . . 


—W 


auf ähnliche, Art sie die Sn x je 


x ylz — Arzt > ı1= [rg * L' 


- 


| und ſubſtituirt man in dem zweyten Gliede at für e 


x’! 


und muftipliciet Darauf durch x’, fü bekommi man 
xx a @rL" + L’)x"" + Lt L’'zW + Lv 
| und. fo ferner. | 


dieraus fofgt, daß Man ‘allgemein haben wird, der conll⸗ 


nuirliche Bruch ‚mag keriodifg ſeyn oder nicht, 
| gta it P— 1} i— ı) | 

Ei zeee 2 EZ . .. 8) 
zn ... u ut + LE, 


“ ! " 1 
rw ref = . .-. “> \ 
* 


/ 


Dielet vorausgeſetzt wollen wir annehmen, beß man 


+ B. zeit — = z# gefunden Babe, d. h., daß die Wurzei 


der 


* 


126: I. Vor. den Gleichvugen. 


der (u ro)ten Gleichung aus der Reihe (b), (e), «. der 
Wurzel der „ten Gleichung eben diefer, Reihe gleich fen; fo 
bat man auch 


⸗ 


V — get u 
ne 5 12 2 Pe 25 
. ß j | x. 
ih der Z ze 
en oe - 
Fu . und überhaupt” = 
zeimte te — 
atfo auch ——— 

„ArrrT m yh#Te 
/ ‚„#trt2 — ‚„#T2 
.. und . uͤbechaupt 

* ptrote _. „te 
fo daß daher“ fegn wird 
"ante 1 en — 

ie 7 


25. 
Setzt man nun überhaupt e=ntn te, ſo iſt leicht 
einzuſehen, daß dadurch die beyden Gleichungen (B) der vor⸗ 
bergehenden Dumnier in folgende | verwandelt werden 


xxx” 
“ x 


“4 
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ax at rtlunta, ete Qeitzeta, „etnn 
ö = Ifa#te 2 p—ı 
- “und 0 
zit, .z# sett,et2,, nt®, artizet2,, ‚ern 
vor = = Lixetr +L-E, 
Nun dat man, wenn man in den Formeln (B) der vorher⸗ 
schenden Are = ek annimmt, \ 
za) at lfirt ıemt 
aa LT, 


—S Do ebi „et2. U 
Da ferner x J tm x tm 


sc if, ſo bat man, mena man 


h=ı 5 HB =o 
wo=,efl Her. 
heart et ...(6) 


he ae t3p0 gr Hot arte H 

he arte gar Hr = —R u. un 

- “ wo 
ra allgemein \ 


KR ferstttzet hate 
I arflyetz Eurem 
. "Balgli in 
wrfizetz,, arte ont get 
und weit” z='x feon fol 
wette rt ν 


n u Bu "a6, Bringt 


u" 


J77 


uA8L. Von ben: Gleichungen. 
46. 


z einge man demnach diefe Werthe in bie been ebi⸗ 
‚gen Steihungen, fo erhältman. | 


* B feat + Meigurzete u SE ern 


| = Mari" y NA 
en und 

am harente + H7—n, tar 4 — 

en ahtaett t mt. | 


N 


/ . \ 


i — Bun geben vie Bieiöungen BD); durch einander de 


wide, >. | 
nrxtt —— 
ar, = ö— .. cE) 


| pexeitı pri 
en und -Hierans fließt 


aut - - Hr If ar! 


h’—H’ı®. 


2 Betzt iron daher ‚= ” fü hefommt man . 


*—1 —tr 
ante taten Ä 
2 h”— H’xf® 
tr und hieraus 
HATT u HrHw—r 
—t pen 


I 


ertyem!- 
h" — H"Ty# 
Da alſo aud der Natur der Sidhen d, h, h‘, hr, %. 5 w | 
rc. echellet, dab 
Wh— bie, Hr h’H —, Hp. hen \ 
iſt, ſo hat man allgemein. . . 

W wart — Bra = & Er 5 
W | wo 


| tere, wern « ‚eine ungerade Zapf iſt. 


. | / a 
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wo das obere Zeichen gilt, wenn * eine: gerade, und das uns 


Braucht man alſo dieſe Subſtitutlonen in den bepden \ 
Gleichüngen der a6ften Nummer, fo wird 
—A * aha 


\ 
3 urzt + LI aree t — | | 
, —— J 
——— Lf-Ig Tg + LfIn® a LihT—I 
und die Beiden fund — gelten eben ſo wie vorhin. 


28. 
u Seht man nun in der Gleichung (E) der borhergehens 
ben Nummer e = », fo bekommt man, da wet? ri, 
| or 
er „# 2 — ne . 
2 Hat m—T 
Diefes giebt, folgende Gleichung für x® . 
B’ (259 — (h’ — H’TT)xt# Io...) 
| woraus 


»— gp—I + V(ch’ — 1’ 12 BE’ h’—Ty , 














nn | aH’ 
fließt. Es fey der Kine wegen 
1—1 vr 
un * | H’ 
Fr. | und alfo 
rt afmptyYa 
J ſo 


1350... Bon ben Sieihungen. 


ſo bekommt man, wenn man dieſen Werth in. die beyden 
legten Gleichungen, der 27ſten Nummer bringt, 


+(#P rem Frog" p 4 WI * H’yazt 


arm — ringe + Ya + Ze y_ y br—T; . 


zart LEI LFYOJEPFRTT LH voy 


Ass , 


— unge — LIarp *01 ji KT LHhe—T, 

“ Da. die Wurzelgröße VQ einen zwiefachen Werth hat, fo 
hat man Sie vier Gleichungen, um bie Werthen von 
it, TE, Le, L LPT zu finden | 


x Ä 29. 

Denn ſetzt man der Kuͤrze wegen 
vprırmimef. 
LPLTAA Fr" 

und 

‚,pr+ wi .K’ 

"fo befommt man folgende vier Gleichungen 
pi _te’= 
rg f ce + 1eVO)K’ F "vor; ya 
L-r — ya’ — HVO) 


Ihr — Ime— — 
f Ervayer -ırayR — BY O) |. ya 
eva p ieyo)e’ + aVO)> 


* 


4 Le 
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| Lu”—1 —_ Li-Iyr = 
.f ettLevo@ ru vor), F 
— — LEO)’ nr var} 2 


LI _ — ER Eu - 
2, f etvoet-Lero@—wyYoy] 
| ey QYrFF— L#YO)K’— H’Yo)n j eva. 
Addirt man demnach die erfte Gleichung, duch h* multiplis 
eirt, zue zwehten, durch ge multipticiet, betgleichen das Pro⸗ | 


datt aus der deitten in h” zur viertent in H*, ‚And fegt i man 
dabey der Kuͤrze wegen 


— H”P hr ct 
fo iſt, weilh"ur—ı _ Eu 9 rear). 
— 1 — 
— 

A⸗ —— rs’ H"YO)CK” — ury vo 
1 | 

(BFFLFYONG HE FOR" H’YQOya] 

— (FF LPY QU(C"-A"YO)(K"— wo aviQ 
mezntarteif | | 


30. a 

x. Hat man alfe vermittelft der Größen al, a, all, ic, 
‚Hr och den Formeln (A), (C) die Größen I, 1, In, ꝛe. 
L Li Lu, c. bie zu 1® und.L*, und h,.h‘, hi, ꝛc. H,H), 


um, 16 bis zu h’, m’ berechnet, fo Kann man nach den vor⸗ 
> | 3 2 herge⸗ 


\ 


192: 5 Son den Seihungen i | : 
becheheden Ben or Bette von j*.und L’, d. h. der 


Glieder des Bruds — — — finden, e mag eine Baht bedenten, 


was für eine es will. ale darf nemlich nur « vor.e abzies 

hen und die Differenz durch » dividiven, weil man auf dieſe 
Ä Art in dem Quotienten die Zahl n, und in dem Reſie die 
| Zahl: ” erhaͤlt, welche daher allemal kleiner iſt als ⸗. 


43. . J 
Mm übrigens allgemein die Being des zweyten Gra⸗ 
des zu finden, wodurch die Wurzel x der gegebenen Glei⸗ 
chung beſtimmt werden kann, wenn x"T’ = x, wie Ar. 

24; darf man nur bemerken, daß Die Gleichungen (BIN. 23, 
durch einander dividirt, allgemein geben 
. 0... x BE Dei u.‘ (G) 
| Lixf + Lf 1 . 
u Kimi n man ek, fo fließt Hieraus“ 
De mE. Be 


4 


. 


x# — 





19 — L#Fx 
und bringt maͤn dieſen Werth von x’ in die Steigung (E) ° 
der 27ſten Nummer, fo bekommt man 
R, (Leis ro) — (h’ — BKL RE) 
er ei=ı'9 — Kia L#x)2 = o 
| oder 
(Ta ph? —WTTLR-TLF N ILL P)2)52 
a ET Tg HEIL TAHETILR) 
— ah LM + RT Ha —ATTH—IIM 


— W’I(e)2 = 6 | 
| und 
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und diefe Gleichung ift nothwendiger Weiſe ein Divifor der 
gegebenen Steigung. 


zweyte Anmerkung. 


Eine ſehr einfache Methode, die Wurzeln der Bleichuns 
sen des zweyten Grades in continuirliche Brüche 
zu verwandeln. 


32. | | 
Es ſey die allgemeine Gleichung des zweyten Graͤdes 
E'x2 — 2X — E = 0, 


gegeben, wo E', », und E, damit die Wurzeln reell ſeyn 
moͤgen, ſolche ganze Zahlen bedeuten ſollen, daß 2 F* EE 
* o iſt. Dieſe Gleichung giebt 
et V(ı2 Y EEN 
und in diefem Ausdruce kann die Wurzelgroͤße entweder 
pofitiv oder negativ feyn. Es fey die gefuchte Wurzel pofis 
tio, und’ die ganze Zahl, die zunaͤchſt kleiner ift als der 
Me bon x, Sept man bey diefen Umftänden x = 


* = -, und bringt biefen Werth in die gegebene Gleichung, 


x = 


fo bekommt man eine neue Gleichung, worin die unbefannte 
Größe x’ if. Multipliciet man aber diefe neue Gleichung - 
durch * veroͤndert basauf die zeigen, ı und läßt der Kuͤrze 
wegen 
‚! mıE —ı 
E'’= — E + ar — E’r& 
ſeyn: ſo bekommt man die Gleichung 
E'’'x'2 — aux’ — E 
und diefe giebt ” 
" J 3 u = 


Werthen von x, xy x’, ꝛc. allenthalben diefelbe ſeyn wird. J 


— J. 
134 1. Von ben Gleichungen. 
| J —F PU + Yirs + BEN 


E“ . 
Man kann alfo auch bier wieder die ganze Zahl a” fuchen, 
die zunächft Feiner iſt als der Werth von x’, Wann x’ — x“ 


+ =, fegen, und auf Ähnliche Art weiter handeln. 
Subfituiet man nun in dem Ausdrucke «2 F E’E” | 


die Werthe von s’ und E“ und läßt die Größen weg, die 
fi aufheben, fo bekommt man ı2 r EE‘, und alfo denfels 


ben Ausdruck welchen man in der Beftimmung von x hatte. 


Hieraus ift leicht abzunehmen, daß die Wurzelgröße in den 


j 33. 
Setzt man daher der Kürze wegen u 
- B=sı2 +EE 
und außerdem, menn das Zeichen < die Bedeutung hat, 
daß man die zunaͤchſt kleinere ganze Zahl nehmen folle, 


R „tvB 
E' 





Fi “=ıE—ı 


L 


. | FB 
E’=E Far E, * 





—XE 


4“ B 
E'=E'— 2,’ 2," —E' 12, x —75 ways ’ ‘ NE — 


—W 


& 





ErzEU— ZEN, Mä ‚ —E— — 


wo c. ꝛc. 
ſo befommt man 





> 
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Pr : 
ꝛe. 
loiich 
* 2 I 
j j PN 7 1 
za x. 
| Das die MWurzelgröße V’B betrift, fo muß man ihr jedesmal 


das Zeichen gehen, welches man bey derſelben in dem Wer⸗ 


the der geſuchten Wurzel x angenommen hatte. 
Da man «'2 t! EE" = 12} ER B gefunden bat, 


fo ft E'’= —* ‚und auf ähnliche Act auch 


7 | 
u3 BEERBPL] L, 5 
B — wo B—ı s 
' — — — 
Eu 





gt — 





2C, ' \ 
Sindet man es daher bequemer, ſo kann man auch dieſe For⸗ 
meln ſtatt der oben gegebenen gebrauchen, um die Werthe 
von E', E“, ꝛc. in befommen, 
\ 


. 


34 - Ä 
Run behaupte ich, daß der continuirliche Bruch, welcher 


den Werth von x ausdruct, allemal und nothwendiger Weiſe 


ein periodiſcher Bruch ſeyn wird. 


um dieſen Lehrſatz zu beweiſen, wollen wir mrdederd 
allgemein darthun, daß man bey einer jeden Gleichung, wenn 


man fie auf die.6.3: der vorhergehenden Abhandlung Nr. 18 
befchriebene Het verändert, unter den veränderten Gleichun⸗ 
gen folche antreffen wird, deren erſtes und legtes Glied ent⸗ 
gegengefegte Zeichen haben. Wir haben nemlich in der ges 

0 J 4 nn dachien 


——— 


136, 1. Den ben Gleichungen. 
dachten Abhandlung Nr. 19. geſehen, dag man allemal auf 


eine veränderte Gleichung Fommt, die nicht mehr als eine - 


Wurzel hat, welche größer iſt als die Einheit, und daß nach 


ihr allen Übrigen veränderten Gleichungen ebenfalls nicht 
mehr als eine Wurzel zufommt, die größer als die Einheit 
iſt. ˖ Es ſey alſo 
aum pbun-Ypcun-3Fıck=o 
eine von dieſen veränderten Gleichungen,die nicht mehr als 
eine Wurzel haben, welche größer if als die Einheit, und 
dabey ſey sıder Werth von u in ganzen Zahlen. Segt man, 


am die folgende veränderte Gleichung zu finden, u =s} - 


und bringt diefen Werth in die angeführte Gleichung, fo iſt 


Das erſte Glied der dadurch erhaltenen Gleichung 
ca am * beme⁊ esm-⸗a P ꝛ⁊c. k) win 

und das letzte a. Da nun der wahre Werth von u in der 
Gleichung 
aum + bumtr + onm2 Fi tk=o. oo. 
äteifchen u == s und u» fällt, und zwifchen diefen ben: 
den Werthen Fein anderer Werth von u ftatt findet: fo muß 
man, wenn man diefelben in die Gleichung für u beingt, 
nothwendiger Weife Refultate mit entgegengefeßten Zeichen 
befommen. Denn e8 ift leicht einzufehen, daß in diefem Kalle 

nur einer von den Faktoren diefer. Gleichung bey dem Ueber⸗ 
gange von dem einen Werthe bon u zu dem andern das Zeis 
chen verändern Fann (Nr. 5. der vorhergehenden Abhands 
lung). Run giebt die Subflitution u == oo das Refultat 
aum,(denn alle übrige Glieder verſchwinden gegen diefes) 
und dieſes Refultat hat daffelbe Zeichen welches a hat; folgs 
lich muß u = s ein Refultat geben, deffen Zeichen dem Zei⸗ 
den von a entgegenfieht. Da alfo diefes Refultat asvı 

bsu-ı *t cam-2 +36, Fk gleich, und diefe Größe auch Der 


Coeft 





ww. 
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Goefficient des erften Gliedes der veraͤnderten Gleichung fuͤr 
w ift,.welde a zum legten- Gliede hat: fo folgt, daß diefe 


veränderte Gleichung in ihren bepden aͤußerſten Gliedern 


} 


nothwendiger Weife entgegengefegte Zeichen haben muß. 
Auf eben die Art aber läßt fich beweiſen, dag diefer Um⸗ 


. Rand noch vielmehr bey den folgenden deränderten Gleichun ⸗ 


gen ſtatt finden muß, y an 
" 35. ' 
„ieh voragefegt, fo giebt die Gleichung 
Ex2 — 2ıx— Emo 


folgende. veränderte ' Gleichungen (Me.32) 
E'x ae mE =p ' 
Ex''2 — 24x  E7' = — , -O 
ꝛc. 
und nach dem, was fo eben (Pr. 34.) gefagt worden m 
man nothmwendiger Weiſe zu. Gleichungen gelangen, wie 


Da 


u Er tler)? — 217x? — E* em 6 I .* 
ertz@rti: _ artız str _ gti. 
Dive 


wo das erſte und Ichte Glied dieſelben Zeichen haben, ſo daß 


daher die Größen Er, art, E7 72, ꝛc. insgefammt von 
einerley Yet ſind. Nun ift (Nr. 33) u . 
= ? + ErEYTI — arF I,2 + 87* 15772 — ꝛc. 


und folglich, da E7, EYTE, x, ꝛc. von einerley Yot 


ſind, die Produkte Ererti, Erfigytz, ꝛe. norhwendis 

ger Weife pofitiv. Hieraus folgt 00 

i) daß —B, riy <= B, ꝛc., d. h. wenn man 

von dem Zeichen abſtrahict, 7 v B, — ⁊ vd B u. ſ. w. 
ehne Ende if i 

3 ” Be 1 





1380 I. Von den Sbechunden 


2) dab auch, da E, E', Er ganze Zahlen fi ſi nd, 
E’< B, grFi <B, Ert2 Bꝛc. ſeyn wird. Da alſo 
B gegeben iſt, ſo iſt die Menge der ganzen Zahlen, die klei⸗ 
ner als B und VB find, begrenzt, und es können daher die 
Zahlen E?, ERTL, Er#2, 16 9, U t8, 772, go nur 
eine beftimmte Menge verſchiedener Werthe haben, ſo daß 
in der einen dieſer Reihen ſowohl als in der andern, wenn 
man fie ohne Ende fortſetzt, dieſelben Glieder unzaͤhligemal 
wiederfehren muͤſſen. Aus eben dem Grunde muß -auch. dies 
ſelbe Kombination der zugehörigen Glieder in beyden Reihen 
unzähligemal wiederkehren, und es wird alſo z. B. nothwen⸗ 
diger Weiſe 

erttt — — et und yt’t — vr? 
oder, wenn man y + ?= «fett, 
zrtr = ER und Tr ı®, 


"Da alfe B= = (PR + EREFTT = (eT'24 gefgebrir 
iR, fo hat man auch ErF'FI — pr} 1. Dun ift aber 


: tv 
. geti getrtI 


folglich iſt auch sr’ x⸗ und alſo der continnirliche Bruch 
nothwendiger Weiſe periodiſch. | 


| :36, 
‚Man fichet aus den Kormeln der 33ften Nummer, daß, 
wenn 
et E und Wν α 
iſt, auch 
— —x#tI „utrti „et „Irtı ‚# 
| und 


, 
— 


Weiſe entgegengejegte Zeichen (Rr.34.) ımd alfo die Zah⸗ 


4. Sortfeßung ber dritten Abhandlung. 39 
und ſo fernar iſt, ſo daß uͤberhaupt die Glieder dieſer drey 


Reihen 


E, E', En, ⁊. „ ., « ıC, Y, y", . N 
welche zum Erponenten vn» tw haben, diefelben find, 


‘als die vorhergehenden, deren Erponenten #F = find, wenn 
n irgend eine ganze pofitive Zahl bedeutet. 


Alfo wird eine jede diefer drey Reihen von EP, , 


yrTI an periodifh, und jede Periode enthält n Gueder, 
nach welcher dieſelben Glieder ohne Ende in derſelben Ord⸗ | 
nung wiederkehren. 


“ 37. . . 
Wir haben bewiefen, daß man bey der Fortſetzung der 


‚Reihe der Zahlen E, E, E“, 20, nothwendiger Weife auf, 


einander folgende Glieder ‚mit einerley Zeichen befommen : 
müß, und daß darauf die Reihe ollemal periodifch wird. 
Iſt man nun in dieſer Reihe zu zwey auf einander folgenden 


Gliedern EY, EYTE mit einerley Zeichen gefommen, fo bes 


haupte ich, daß das eine von diefen beyden Gliedern ſchon 
eins von den periodiſchen Gliedern ſeyn und alſo in-ieder 
Periode wieder erſcheinen wird. 


Dj 


Da E? und EYFI daſſelbe Zeichen haben, ift flat, 


"daß die veränderte Gleichung- 


ErTigr)2 _ 2’ — E’=o | 
nothivendiger Weiſe eine’ pofitive und negative Wurzel hat, 
und daß fie alfo nicht mehr als eine Wurzel haben kann, die 
größer als eins it. Folglich haben die folgenden veraͤnder⸗ 
Iten Gleichungen in ihren äußerfien Gliedern nothwendiger 


len 


140 u; Ban den Gleichungen. ⸗ 


len EY, evt, ErT2, x. dieſelben Zeichen, ſo daß jede 


von ihnen kleiner als B, und jede von den Zahlen «? s ‚rt L, 
*8* 2, x, kleiner als vB iſt (Mr. 35) 


l 


. 38. \ 
Pa nun B= ar? + EreYHL ift, fo ind bie beyden 
Zaͤhlen EX und EYTI entweder beyde Pleiner als Y B. oder 
wenn die eine von ihnen größer tft, fo muß doch die andere 
Feiner feyn, und es ift daher zum wenigſten allemal etne von 
ihnen kleiner als VB. | 


es ſey E? < VB, fo laͤßt ſich beweiſen, daß die Zah⸗ 
fen EY, EYFI, Er 12, 76 9, ARE, 0972, ꝛc. insgeſammt 


‘eben daffelbe Zeichen haben müffen, welches die Wurzel⸗ 


‚größe Vß hat. Denn da die Wurzeln der veränderten Gleis 
ungen x’, x”, x”, ıc. wegen der Natur des continuirlis 


chen Bruchs insgeſammt groͤßer fon wäffen 0 als die Einheit, 


ſbo in aus | 
x/>1, R > 1,%% 
fh 
Y vy*1 
— .* EB Sn 
grtii \ £grT2 
und da oo | \ 


B= = + ErE/TI m —8 1,2 + ErEr ET — ꝛc. 


iſt, ſo wird 
74Vt8 E? eftaysp ' gr 
— m 
——A VB—-. £/T2. vp— rl 
| alfo 


\ 








| Ä | a 
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alſo auch 
xꝰ | gt 








VB—ı? * vB— TI un 
Da nun 7, Y PL xc, kleiner And als vB, fo muͤſſen, was 
auch 7 vru ge fie ein Zeichen haben, die Nenner 


YB—- AVB rl, nothwendig eben das Zeichen 
haben. als die VB, und. eben diefes Zeichen muß alfo auch | 


den Bählern E?, er? Lꝛc. mukommen. 


5 


Der Kuͤrze wegen wollen Wie v’ B poftip annehmen, fo 
dab daher auch EY, EYTL.. insgefammt poſitiv feyn müfs 
‚fen; ich. behaupte, daf 7, tt, «772 26. es ebenfalls fegn 

werden. Denn ware farm ı (mo n.eine pofitive Zahl bes 
deutet) fo müßte, da E’<;VB ii noch mehr E"<yYBtn, 
4 Er 
und alfo nn | — om < N ſeyn, weldes nicht 
ſtatt finden‘ Fan, da Diefe Größe > x feyn muß, &8 fann 
u daher auch · nit anders als poſitiv ſeyn. Ferner ſey 
ale Da nad Re. 33. «TI = rtigyti | 
— iſt, fo hat man a7’ TlerTIo 7 — folglich (da 
sY und poſitive Zahlen und Feiner als VB find, und aYrtı 
ebenfalls eine pofi itive Zahl. iſt) —J kleiner als V'B, und 


/ 


«in diefem Galle beweifet man eben fo alk vorhin, daß otı u 


poſitiv feyn muß. auf ähnliche Art fann man weiter Forts 
gehen, , \ Zu 


a Wenn 


4 
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MWenn.y’B negativ genommen wäre, fo betoigfe man 
auf eben die Met, daß. 7, «TE zc. negativ fegn müßten; 
ja ohne von neuem zu rechnen darf man nur bemerfen, daß 
‚die Formeln der vorhergehenden Sir. diefelben, bleiben, wenn 
"man darin dig Zeichen aller diefer Größen E, E', E',x. 
e,.s', 6, 2c. und der Wurzelgröße VB verändert, fe daß 


man die Wurzelgröße allemal als pofitiv betrachten Fann, 


‘wenn man die Größen E, RB‘, EU, x. 6, re, mit den 
entgegengefegten Zeichen n nimmt. 


309. 
Dieſes vorausgeſetzt, behaupte ich, daß alle vorherge⸗ 
henden Glieder der Reihen E?, EYTI, EYT2, ge, 0%, TE, 


982 16, gegeben find, fobald man zwey zufammengehörige 
Glieder diefer Reihen kennt. 


Es ſey z. B. 5773 and 773 gegeben, denn der Bes 


weiß bleibt allgemein, die gegebenen Glieder. mögen feyn, 
welche fie wollen, fo laſſen fich nach den Sormeln der 33ften 
Nummer und den Bedingungen der vorigen die vor diefen 


Gliedern vorhergehende finden. . Man hat nemlich ſogleich 


— == —— — vr2, alſo 
vr2 = 713 Ert3 _ 713, 


Nun muß 77? < yB ſeyn, und es iſt demnach auch 


art3 < vrayvB - 
‚Ert3 


eben ſo iſt 


tl vt2gvt2 _ 12 


folglich, da rt < VB if, 
‚rT2 


+; 


[3 . . - % . 
- \ ’ | 
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ta. Mr VE 
xy oo — 
und da wegen der Natur des continuirlichen Benchs ‚rt2 
eine ganze poſitive Zahl ſeyn muß, ſo muß auch YT22YB 
> BY #2 ſeyn. Nun hat man auch = 
grt2 —E B— Rp —(yBr —2 _ — 
folglich YB— 71? < ErT3, ober indem man für tz. 
-feinen vorigen Werth „335713 _ 713 fegt 
YB — 1373 2 13 x Er73 
und daraus befömmtman 7 
‚vt3 — r348 
I x273 


‚Da alfoaY #3 eine ganze Zahl ſeyhn muß; fo iſt klar, daß fie 
bloß der sen Zahl gleich. fen kann, die aunäggft-Meinge 








iſt —* VB, ei iſt 3 gegeben: und da ert2 
no. Fr 

B — at ” vt2 | 
N ift, ſo erhelet, daß mar ug E habe. 
Nun it Narr _ are 

und alfo, da? <vBif 
ger 
" gerri“. 


- Soll alfo at I eine ſolche ganze Zahl ſeyn als verlangt ieh, | 
eo muß ; 

| tray > ef u 
und folglich, da er rt = =B— ern? iſt. 

VB — 





144. 1. Von ben Gleichungen. 


VB — vri x7*2 
‚oder, wenn man für ⸗ TI feinen ‚obigen Merth ſetzt 
VB— rt2grt2 + ra < grT2 
ng “und folglich 
„T2 + VB — 
x772 


7 


‚rT2 > 


fepn. 88 kann demnach — keine andere ganze Zahl ſeyn 


als Ne einige die zunächft kleiner iſt als die gegebene Groͤße 
24 VB 

5772 
ihr auch * E und ·⸗ tr 


und es if daher fe Zahl gegeben und mit 


Da endlich EY < VB ift, foift auch um fo mehr «VB 
5 EP, und alfo, da Ye’ = B — (17)? ip, 

| B.-r<®W | 
ober, wenn man für «7 feinen vorhin gefundenen Den 


ſetzt, 
vB — rtlgrtt Ita Er. 


und alfe 
„Tin he T. B — 1 
gr 


Es kann demnach wir feine andere ganze Zahl ſeyn, als | 


diejenige, die zunaͤchſt Pleiner iR als Die gegebene Größe 

Toy 

— — und es ift folglich die a gegeben und. ai 
E 


au und E?, | 
40. Wir 


„ur m 


40. 
| Wir Gaben geſehen, Ar. 35. ) deß bey der wortſehung 
der Reihen xr, ErTI ge 7, UL nach einer befimms. 
sen Anzahl;von Sliedern nothwendig zwey zufammengehörige 


. Glieder, wie Erre, mr, miederfehren, To daß z. B. 


werte _ xVTꝰ; | vr? = ‚77? 


‚Wird, Nach dem, was fo- eben bewieſen worden iR, dat 


mon daher aud rücdwärte 
weri-1. EI T, vbrr—ı vor 


ati — Ert?—2; wirioe‘ en evt | 


j ꝛc. \ IC. 


\ 


ren, 0.0, Tr m Y 


" " u “.ı n A 
\ . ‘ 
. 41. 


Wenn man alſo in der Reihe der Zahlen E, E', E“, x. - 


zwey auf einander folgende Zahlen mit demſelben Zeichen 
findet, fo iſt allemal diejenige von ihnen, welche Heiner as 
vB iſt, nothwendis periodiſch. 


Wenn alfo in der Gleichung 
Ex2 — 22x — E0 
die Coefficienten E und E’ einerley Zeichen hätten, fo würde 
die Reihe vom erften oder vom zweyten Gliede an perios 
diſch ſeyn. > 


V 42. 


Wenn so, dpsavin,peins=n, und 


es iſt alſo von den beyden Zahlen E und E!.die kleinere nothe⸗ 


wendis kleiner und die groͤßere nothwendig grdher als VB. 
| a. nz 


. \ Nu 
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u. 
46 1. Von den Olachumen 


) 


Iſt daher die Zahl & zu wovon die Oudratbuthet geſucht 

werden ſoll Eleiner as Die Einheit, fo ift bie Reihe vom era 

Ren Gliede ar, ift aber: 2 = größer als die inpeit, ſo iſt die 
Reihe vom zweyten ien an periodiſch 


43. 


Man hat ſchon laͤngſt bemerkt, daß fi kde perl 
ſche eontinuicliche Bruch ‚auf eine Bleihung vom zweyten 
Grade zuruͤckfuͤhren laͤßt, aber Niemand hat meines Wiſ⸗ 
ſens den umgekehrten Sat bewieſen, nemlich daß iede Glei⸗ 
hung vom zweyten Grade allemal nothwendiger Weiſe einen | 
periodifchen continuictichen Bruch giebt. Zwar hat Herr 
Euler im gten Bande der neuen Commentarien der St. 
Petersburgifchen Afademie der Wiffenfhaften bemerkt, daß 
die Duadratwurzel einer ganzen Zahl fich allemal auf einen 
periodifchen continuiclichen Bruch zuruͤckbringen laſſe; allein 
‘er hat diefen Sag, der nur einen ſpeciellen Fall enthält, 
nicht bewieſen, und es kann derſelbe auch, wie wir fcheint, 
nicht anders als vermittelt der oben teftgefegten Peineipien 
beiiefen werden. 

44 | 
| Wir Haben oben allgemeine Formeln zur leichten Erſin⸗ 
dung der Glieder dev Brüche mitgetheilt, die fih der Wur⸗ 
zel einer gegebenen Gleichung immer mehr nähern, voraus⸗ 
geſetzt, daß man weiß, der’ continuirlihe Bruch, welcher 
diefe Wurzel ausdruckt, fey ein periodifcher Bruch. 


Iſt nun die Gleichung eine Gleichung vom zweyten 
‚Grade, um { bedient man fi, dabey der Methode der 33ſten 
. Rummer, 
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Nummer, fo kann‘ man die Reifmungen der 24ften und des 
folgenden Nummern um vieles vereinfachen," . 
Denn da man Bu an 
F vBt.# id ehr re 
' ’ „ERTL “ gt =tı1 
Sat, wo „*, te, nett, geist bekannt find Ce if 
Feiner als): ſo braucht man nur diefe Werthe in die beya 
| den Gleichungen Hr. 26, fu bringen, And der Kürge wegen 
RE ⸗ 
a dee In ein: 
0 zei | * en an 


L#,P ae Pe ee . j ren 
getı j 
m’, a 
12 3. J 7 
SEE “BAT 
| urrtr, fie—igetett or “ 
ſetzen. Thut man dieſes/ ſo bekommt man -. 


—X x 





ing — + ya * HV5, 
ERTL, 


| on J— 3 en 
Dur Bes FE . 5* — | ER u 
Hurt * J KIYVB 


ar F ner . arrde t ar 


— i 
2. J mb s » r ....r 
3 J «em “ ’ » 


1m —* + Lmigeteft + rn 


und. wegen des Dopbeiten Wende der Meneeine vs m 
m man Neon ſooleic ——— 


un 


By Fe Am 


— — — —— 


18, Menden — 








v ne .. une iz PR: 
gus * ⸗ x , my ! 
. er * u + A Von + u SF Du 
| a: Der *1 . u 
m _ OR ‚WYVB ‚vB 
A⸗ E ar: m —E ee ji . 
BIT sEMTE, 
EEE ıt= Pe 
* .. “ we) , . 
er: „ger t> ——— * pr vn rer er 
Du - \ 22VB 
wir 


(ff — — ct ur \ B) yo- rn 
E# Er Tr 


Sand ei wie Samt art: Fu 5 
N 45. ' . i s | 
Der Werth von? Tägt ſich u ri 1P und ri 
ohne neue Rechnung beſtimmen. Denn da 





— — 
J x = gr “Az A — a. 
€ sr . , \ £ , . 
Ei] - Bi 2 at 2 
VB — e 


iſt, fo hat man aus der Gleichung (6) der auften Nummer 
ET". Per + Vers - m 








„warnen, 7 LE fer ir I | . 
ir *. 


oder | * 
ART t — _ N) = MENT _ ) * 


Pre GE Ze Ze) 


VBergledcht man alſo die · ratioaalen —8 und dann die irra⸗ 


tionalen Theile unter einander, fo bekommk 1 » 


E 


- 


— — — 4 


4. Bor 38. kn ch 


el var per Er aeL DEM 
ey ö— 7— — u 
ua, _ uni R = ER rer ei Ä 
Sp ꝑ emotion dr in \ 3 Fu uam * 


u da Ne Earl ey fenbat: man :; BER 


np 16 at rTTett nr 
' / E T 7 x 


Nun iſt = u * nv + ”, und arten 
ErRrETG ſo dap st und Eis für jede Bedeutung von 





u befannt find... 27 


.. 
€ 
“._ . _ 
[7 a “.. r 1 
“7 . 
Pa 6 . 
N . 4 s 


‚Um die Anwendung der vorhergehenden‘ Formeln an 
‚einem Beyfpiele zu zeigen, wollen wir annehmen, daß die⸗ 
NQuadrotwurzel und —— attixcniichen wiuch ge⸗ 

mar bene ar ide 


Fun Yırı tn — 24 —— 


vs 


Betzt man fü Yu 6 Sat man die ati 3 


u 03.0. ee ar Ehen Br Fa0.x Men 


nehme demnach B = 3 und rechne (Nr. 33.) auf fols 
dee. nn. ? 


Dean ind re? 
“Ben 3 a — * ee IT, 


J gr Ban, ni ER 0.) ter 35*8413 
—— gu ei Zinn 


En = 33-25 _ v Bis, 


— u {ts 


A } « 


—E——— 
u a * 8 3 \ . u . | zu - 


\ı 


| 


4 


un 5 um 
„Elz ee, —— ee & 3-5 


Br ==. Be „AT BEER v=2. 3 


Dan bleibt hier ſlehen weil man Nnieht, vo Er E und 
ve iſt, und man hat aiſo in dieſem Zalle und 
*24; folgich 5** 


©... -..—. a - ”„z 
x=1I + LI. - 
v’ —8 9 J T 1 _ - 
ou [3 3 - Su. ut ı ur a or oo. n - 5 2 er _ 
“ m >. * 
- Te ed ” Tr so fr r ,. , Bu on ; „r “ 
3 * “ i — 24e1 75 1 “nr ’ , 
. sTı 
n — 
171 
“ —— 
; jor. 
no I ae Pb min. N 


[I 20 . .r 4. Pr. r] voge 

d * * * 

‘* x D . . 
Sao. “ 1. Fans u IE y': w .n yr je’ ’ oo. ‘. 7 
won ‘ D Pac J v . u... . ‚ * Pr “ - 

. . 
. — s 


u si Dles Half. der eontimdrde Beuch, weiber den 


> 


Werth von Vz ausdruckt. Will man aher die Bruͤche ip 


ge. weite dieſem Werthe immer mehr nähern,.. fo nehs 
mE man in den Formeln der 44ſten Nummer a = I, » = 4 


| Tun ac) und machen, 7,0, 3 weil < 4 fm mb 
ft tar ul en 6 — 8 


Man hat dp = = Ar. 22.9 Form, A) ara 1, 
Plots 1; ——_ ‘3, tms 


zfetglich fa (B:44) — Fı m. = Auf- ahnliche 


„Yet.findet man Leu und Mm Eu Kin berechne man 


die Werthe von H, H’.ıc. bie zu W’ = H’' nach den For⸗ 


meln (O) der zsften Nummer, wodurch man bekommt 


_ H=® 





e 
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H =o,, 
| H 1 
| . Wu = zug" + U’ = = 11 \ 
W H — AV H” + HB” —— 32 9JJ 


'& iR demnach m ha, w—I— 1, und daher K’ mm 


= "rn 11 = 23. Run ſey 


ap *0, fo hat man HrT=o, und gi. 21 (Ar. 
25.00); alfo "= grtIag Ferner ſey 
1, ſo hat man H’= I, wı =o; alſo eg” 
=#Hllzetms 6 fe 
5 “== 2, fo hat man H” = io, wis =1/ ar 
= 104#13 + I: ‚EPT3 an = 10: + = = 58. ‚Ends | 
uch fep 
= 3 ſo hat mah HT it, rn = 105 aiſe 
GC’ ir" + ı8= == ‚63. | 
Bringt man diefe Werthe in die Ausdrücke. Kür f und 
.q Ar 4 ) und mubtiplicet die bepden Faktoren 


vw 


— 


PR * Gr wyn 





E* | 
fo wie au J 
E r Bu 
nn Fer — c* = HÜvVB 
ee | gett 
mit einander, wodurch man folgende Barren befdmmt \ 


I-H”RB 
fr —— — x ara 4 VB 


u 


2. L Bon Ben Blidungen. 


PH®B | _ LG" 
gran LRTB > gm „Le 
= geri ERTL. 


fo. findet man folgende Formeln: 
«u 7, V33X23,T 433) 


im . -_i (1 — ae v3 
— ae 
un Aa RB a 
nel elae 
.ant3 = (rı f 2133x23 + aV'33} F vB 


—(121 2139023 - _ 47733,": 
ans 
| ie un ie — 
— 7 
BVermittelſt dleſer U Sonn: man den Werth jedes bon 


ey 
folgenden Bruͤchen D L” Li 


Ä vi immer mehr nähern, 


" ask man nemlich zuerſt n =='o, fo befommt man die 


vier erſten Glieder, Sept man ferner n = 1, fo findet man 
die vier folgenden Glieder, m, ſ. w. Man findet aber auf 


u diefe Art folgende Brüche 


2 2 23 23 7 2 967, 1057 . 
ar ara 5° 47° 505° 552. 


N 


48. Wollte 


‘ 
RE 00&&& 


— 2ec. den, welche ſ ch der 


. — 
/ v2 
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E z. u 


Wolte zn 3. B. das sofe Slied Dicken Reihe, p1 J 


den Bruch, ; Tr 3 haben, ſo bürfte man nr” sc durch 4 divi⸗ 


diren, —8* man 12 zum Quotienten ud: 2 sum Reße 
befommen würde, und ne=ı2 annehmen. Entwickelte mm 


Die .ıate Peorenut aet 232 V 33 und fehke der Ränge 


wegen: ; 
M 22 (23)22 } —EX tr PORTA UFERDN 
2. 7 338 (33)(4)6 (A3)E F 49533) (NR (24) 
+ 66T) FB 
N = 124239)" } 220033 K23I? 4 729(33)*(a)a3) 


} 792(33) 34)? 83)8  F- 220 (3394 az) Ä 


+ 12 (33)8 (4) (23) 
ſo bekaͤme man (23 4533)1 = MX NYIZRR, und dieſe 
| Merthe in die Ausdrüde für mat: 3 und I Lant 2 ante ges 
ben var den geſuchten Bruch 
W 2M + zu " 
B — 
Ich beſchließe dieſe Anmerkung mit folgendem mir merk⸗ 


wuͤrdig ſcheinenden Zuſatze. Wenn die gegebene Gleichung : 


commenſurable Diviſoren vom erſten Grade hat, ſo find die 
continuirlichen Bruoͤche, welche die Warzeln dieſer Diviſoren 
geben, nothwendiger Weiſe begrenite Brüche, und wenn die 
Gleichung commenſurabe Diviſoren vom zwenten Grade mit 
reellen Wurzeln hat, ſo ſind die continuirlichen Bruͤche, wel⸗ 
| che diefe Wurzeln ausdruden‘, nothwendiger Weiſe periodi⸗ 
ſche Bruͤche. Auf dieſe Art hat die Methode ‚Die: Wurzeln 

der Gleichungen durch continuirliche Bruͤche auszudrucken, 


nicht bloß den Vorzug, daß fie der geluchten Rund ſo vahe | 
R5 ale 


v 
% 


nn mn 
. 
d 


N 
\ 


14 1. Von dan: Gleichungen, 


als möglich Fommende Werthe giebt, fondern auch den, daß | 


"man durch’ fie alle commenfurable Diviforen des erſten und 


- .zwehten Grades findet,. welche die gegebene Gleichung ent- 


halten fann. Es wäre zu wuͤnſchen, daß man ein Kennzeis 


‚chen entdecken Fönnte, welches zur Auffindung der. commene - 


ſurablen Diviſoren des dritten, des vierten Grades u. f. f. 


Diente, wenn dergleichen Diviſoren in der gegebenen Gleis 


Kung enthalten wären; es ift dies wenigſtens ein Gegen⸗ 


ſtand, der berdient, von den Moathematirern vnterſache zu 


werden. * 
Drirte Anmerkung. WBW 
veraligemeinerung der Theorie der continuirlichen 
Bruͤche. 
Pe 


Km zten 6. der vorhergehenden Abhandlung Haben wir 


vorauegefetzt, daß die Zahlen p, q, r, ꝛc. die Werthe der 


Wurzeln x, y, 2, ıc. in ganzen Zahlen, aber zunaͤchſt kleiner 
wären als diefe Wurzeln; es fällt aber in die Augen, daß 


man darunter durch die zunächf groͤßern ganzen Zehlen ver⸗ 


ſtehen konnte. 
| sr ie 


Aagenommen alſo, Daß-p die ganze Zahl bedeutet, die 


zunaͤchſt größer if als x, fo daß p > x und p—T<x if: 
. ſo iſt klar, daß man alödanı 
| F on 

x = p — y 


ſetzen, d. h. y negativ nehmen muß. Da.nun x < p und 


>p— rift, fo wird r >oud <ı, um folglich y>I, 
| B 


— 
1 





i 


, 
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ſo wie in dem Falle (Br. 18.. der, vorhergehenden Abhand⸗ 
ang) wo p zunoͤchſt kleiner ale x; mar. Man kann alſo von 
neuem die Zahl q nehmen, bie entweder: zunaͤchſt kleiner oder 
und, größer iſt als y. Im, hen, Fall fegt man yıza 
E tz und im ander San u. eh 
£ 1—137.* 

7,5 


Auf diefe Art hatte man | 


"und erhielte ſo den eomimicen Bug nem 
j x. — pP. — 


I“ Erz 7 - 


wer a ! 7 ann 2. “ rt er 
; 4 s.,zc 


wo bemerkt werden muß, daß jeder der Menner.g, 2. EN 
| weichen das Zeichen — folgt, nothwendiger Weiſe entweder 


= oder >2 ſeyn muf. : Denn da y>ı iR, fo hat man, 


wenn men y=g— fe,g— > 1, alfoq > rn 


1 


und folglich dA q eine ganze Zahl, fepn muß, doihwendiger 


Weiſe q entweder = ode > 2 Eben ſe kann man in den 
aͤbrigen Faͤllen ſchließen. TEN, 


52, 55 
Es laſen fich aber die Bruͤche, bey welchen auf dleſe 
Art bald addirt bald ſubtrahirt wird, allemal ſehr leicht in 


ſolche Bruͤche verwandeln, die durch die bloße addition gu 


bildet find, | 


Y 


Zu diefem Ende tollen wir wbechewe 


IJ. 1 


. t zu " T 4 
j | i ſetzen, 





m 


u L St Sen iungeh. ’ 


-feben, we a und A ganje Zahlen, und t and F ſolche Zaßs 
len bedeuten die groͤßer Mid als eins. Dieſet angenofts 
‚meh‘ iſt nn a 


vd. - 


\ aa a * 0 1. Sry 
. Y t " 
\ i un 


- “ 2 er 


und da T 1 um * <ı Mr r “ auch 


N 4 
’ 


1 


t4 * 2 W 
„ui 
und’e es enrt daher a — A nur = T feon, ‚Diefes giebt 
Aa — 1, um dadurch wird ua 


&- 
1 


73381. + * , foglic- 


” 


I 1 t 
F ——— 





* 
— — 
‚auf dieſe Art hat man alſo allgemein Aa J 
1 entgangen 1: 
md vermitielf diefer Formelt Tann man aus jedem continuis 
"len Beuce alle Zeichen wegſchaffẽn. FR 
dee 1 cSER Eee 
e⸗ mi 8. der Bruch 
p 1 
stı 
⁊* . r + and . li | 
| 
‚gegeben. Segt man amp, me=gt, T ie. ſo be⸗ 
kemmt man J | 
u I y 
PP | F- Tr | oo 
. * + 1 





| 


f 


4. hergetane der beige Atbandluns 857 


Ware der Bruch N 
1 u 
ao ü 
r BE 5 7A 


viuehen ri bekäme ı man ftatt beffelben ſogleich 


J — ı71 — 
ı * 1 4 
| vg—IioL 
W r + 
und darf: ..- "; 
Op -ıfı 
ıf ır / 
ı qg—2T x 0, 
/\ ' . ır ı 


Eben 0 verhäft es — bey andern aͤhnlichen Bruͤchen. Es 


verdient aber hier angemerkt zu werden, daß. bey Diefen Ver⸗ | 


ıbandlungen Nenner verſchwinden koͤnnen, und ſo oft dieſes 
geſchieht, wird dadurq der Bruch einfacher. 


R 
Es fey iu, der Bruch 
—1 
— a . T$ı j FRE, 
en J r7 x. ren. 
“ batamin Der Bruch, welchen man ſuden “ 
. —— mt 
ı + ı 
| ori: 
" iX * x. 
oder en oo. 
1a een L.— _e. BEEPPRE IE Bone 
oo. rt} 
‚Jg Ü J B8 


. 


P— I u 
J sr 
1 Tr + 


32 
⁊ 


’ . 
. .. 
oder 3 
4 ‘ “ 
wu 
a * 
« 


| und fo in andern Sallen auf aͤhnliche nei. 


53. 
- Die vorhin efnen Sormel, welcher man dieſe iron 
"geben ann, . ER: 
' a} 1 a P I— ı 
741 tFr 
| rt 4 
zeigt, daß ein continuiclicher Bruch, worin alle Glieder das - 
Zeichen F haben, oft durch Die Einführung des Zeichens — 
abgefürgmerden kann, und zwar fiidet Diefes ſtatt, wenig; 
Trenner vorfommen, welche = ı find - .&:fep 4. B. der 
Drug | 
pt. x 

5 1L7 1 | 

| or 7 wo VW 
geaeben: fo verwandelt ſich derſeite nach der vorſtehenden 
Gormei in ner, 


Bu 7. en Ri Ben“ ven enge N 
Auf Ant Art giebt der Bruch, Pornni ie, 


/ | Pr 


‘ 





» > ‘ ⸗ 
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- 


on UF r+ 1 ) 
weicher, wie det Ausdrud lehrt, ein Glied weniger \ 
Hätte man: daher den Bruch 


p + T . a 
| ı +. I ” nn 
Zr 7 * ı 
N = 7 +. 
ſo wuͤrde ſich derſelbe in feigenden 
| tier " Zu en 
| 274 1 
BE — + ac. 
und wäre der Bub 
oo. PTL ' 2 
nn . . ı$ı " - | ' 
. it 0 
ı#tı 
| ste 
gegeben, ſo wuͤrde ſich dieſer ſogleich in 
prfı-ı 
. n 2 + 1 
T r r: - 
| sr” 
und darauf diefer in folgenden = 
rrı-ı 
2 ” 3 — IJ 
stı 


| verwandeln laſſen. u 


"Man kann alfo, wie ſich hieraus leicht ſchließen Iäßt, 

jeden. continuielichen Bruch, worin bloß. das Zeichen + vors 
kommt, und denner, biesss, enthalten find, allemal in einen 
I | | andern 


— 


t 


- 


se. I. Von. ben Gleichungen J 


andern Bruch verwandeln, der fo viel Glieder weniger hat, 
als es dergleichen Nenner in ihm giebt, wofern dieſelben 
sicht unmittelbar auf einander folgen, Denn wenn zwey 
unmittelbar .auf einander folgen, fo kann man nur ein Glied, 
wenn drei unmittelbar auf einander felgen, 'nur zwey Glie⸗ 
der, und uͤberhaupt, wenn zu oder 2n ri auf einander 
. folgen, nur n oder ı nYyı Glieder wegſcaffen. | 


54. 


Da alſo der continuitliche Bruch, welcher Das Verhätts 
niß des Umfangs des Kreiſes zum Radius ausdruckt, 
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ik, fo laͤßt fi & derfelbe in folgenden verwandeln, welcher 
ſchon drey Glieder weniger hat, J 
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um die continuirlichen Brüche, welche bloß das Beiden 
t ne, mit denen, worin auch das Zeichen — vor⸗ 
5. tommt, | 





- 





DE SEE Fe „2 


Pd 


4 Vortfetzung der dritten Abhandlung. 16: 


| kommt, unter eine allgemeine Form zu bringen, iſt es gut, 


diefe legten auf, die Act zu verwandeln, daß die Zeichen — 
bloß zu den Nennern gehören. Dich kann ſehr leicht geſche⸗ 


‚ben. Denn iſt 3. B. der Bruch 


Por 
ıtı 
rt — 1 
J | 7 ri 7— 
gegeben, fo iſt klar, daß man denfelden ſogleich in 
N, | —q — 1 
— 7—21 | 
nn The. 
und diefen darauf in — —— 
—W p — 
47 t. 
rt? 
ste 


verwandeln kann, und fo auch in andetn aͤhnlichen Hällen. - 


Auf diefe Art if die allgemeine Form der continuirli⸗ 
hen Brüche, von denen wir Bisher geredet baben, 
PrTiı u 
ıtr Ä 
Ber - BE Zu 27 9 
wo P,.g, £, 16, insgeſammt ganze Zahlen bedeuten, aber das 
bey ſowohl pofitiv“als negativ ſeyn koͤnnen, dagegen diefels 


ben bey den obigen Bruͤchen durchaus pofitiv waren. 


- Man muß indeß bemerfen, daß allemal, wenn einer 
don den Nennern q, x, 2c. der Einheit, pofitip oder Negativ 
genommen, ‚gleich if, der folgende Rennek eben daffelbe Zeis 


Sen haben muß, und dies folgt daraus, weil ein pofitivet 


\ t Nenner 


—— 





162. * Von den Gleichungen. 4 


Renner, der 1 iſt, niemals d das sagen nad ſich ha⸗ 
ben kann (Ar. . in 


Es kann alfo die Approximations⸗Methode des zten ß. 
der vorhergehenden Abhandlung auß folgende Art allgemei⸗ 
ner gemacht werden. J 


Es ſey x die. nefuchte Wurzel. Man fege den Beth 
derfelben in ganzen Zahlen p, d. h. man mache p gleich einer 
von den ganzen Zahlen, zwifchen welche der Werth von x 
fällt und welche man allemal nach $. 1. der vorhergehenden 


Arhandlung finden kann, und fege darauf z=pY * Auf 


dieſe Art bekommt man eine beraͤnderte Gleicung deren 
unbekannte Größe y iſt, und dieſe Gleichung hat nothwen⸗ 
dig eine poſitive oder negative Wurjel, die groͤßer als ı iſt. 
Eben fo laffe man q den Werth von y in ganzen Zahlen fepn, 
- fo daß q entweder zunaͤchſt größer. oder zunaͤchſt kleiner AR 


dert, und ſo ferner. 


Wenn die Gleichung für x mehrere Wurzeln hätte, fo 
hätte man über die veränderten‘ Gleichungen ‚für y und + 
ahnliche Schlüffe zu machen als Rr. 19. der Shernhenhen 
" abhandluns 
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daher. 
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imen Br er En Zu | "2. 





i y 


* —XR ber dritten Aidendling v. 


\ = pt Das. 
‘ , “ oe RL q * i Dr ⁊ ⸗ 
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wo die Nenner 9 rx, ic. poſitiv und negativ ſeyn koͤnnen, wie | 


wir ſchon angemerkt haben; und diefer Bruch läßt ſich her⸗ 

nach allemal in einen andern verwandeln, worin die Menner 

insgeſammt pofitio find und bloß dad „zeigen * vortommt 
(MNr. 52):. 7 

Der Boctheil, weichen dieſe gögeniohrtige Meifobe ge⸗ 

| waͤhrt, beſteht darin, daß es dabey frey ſteht, für p, q, 1,16 

unter den beyden ganzen Zahlen, zwiſchen welchen die 


* 


Wurzeln x, y, 3, 2c. fallen, nach Belieben zu wählen, und. 


hierdurch erlangt man oͤfters Abkuͤrzungen des Latculs wie 
weiter unten gezeigt werden wird. | — 


— 


Wolite man abeigen den kuͤrzeſten cont imuitlichen Bruch 


und alſo auch denjenigent haben, der ſich dem geſuchten Wer⸗ 


the am ſtaͤrkſten näherte, ſs muͤßte man die Zahlen p, q 1,26 
allemal kleiner als die Wurzein — ic nehmen, wenn 
dieſe Zahlen von der Einheit verſchieden waͤren; allein wenn 


fie der Einheit gleich gefunden toßrden ; für müßte man DIE. 


borhergehende um eins vermehren, daß heißt,,.Diefelbe aus 
nächft größer annehmen als die augehörige Wurzel Dieſes 
ſtießt aufs beutlichſte aus dem, was wir (Ir: 33; Zur die 
ſen Vuntt gefogt haben, 
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2C. ic. 
fo bat man nah Hinzufägung des Beucht * welcher ale 
MR als ſede gegebene Größe, die Bruͤche 
1.00 1 y ’ 
, ”: « 207 7 J ⁊c. 


u Beige fi bem Derthe von * nothwendig nen, 
° Zer Beurtheilung der Date nt Behr if zu be⸗ 
merken, 


1) bob allemal 
Er 7-52 72 20.2 223 
Ba m. "= | — — 
va -1 

[on I zılmı \ 
Lee N 
iR. dieran⸗ erhellet, daß die Zihien , 6;8', ıc. keinen 
gen einſcaluicher Diviſor haben, und daß folglich die Dräs 


ie? S FR: x bereits auf die iphenghten anacı (mb. 





2) daß die Zahlen. «, 8, 7, 16, u, ” y', x poftiv oder 
negativ ſeyn Fönnen (wenn derWerth von x pofitiv ft, fo 
haben berde GSlieder des Bruchs Defichbe Zeichen, und das - 

gegen entgegenftehende , wenn der Werth von x negatir I) 

und daß diefelben, wann Man von 1 den Zeichen abſtradiet, 
Immer er geößer werden. . | 
2 | 3) daß 


— 


= 


ſeyn wird. 
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Y .. ST 
3 daß, vier), yasitı jſt 

T .. a JE ze Ye 
i zu .. . 7 1 7572 





— 
I. 


Wenn baher uͤberhaupt nur deu auf einander bol⸗ 


gende Glieder der Reihe B,Y, Ku ® , 1e' ‚e aber die ach⸗ 


| eigen lieder and der Reihe w, W, TA und af z 4 


dew auf einander folgende und dem Bene in x x. 


aäheende Brüche find: fo ik 
' er⸗ — we = +t7 und - 
ee — ge‘ = ty 


wo die obern Zeichen weten, wenn die Ordmungezahi des 


| Benge⸗ ei) vom erh Brnd art gereisnit, eine unge⸗ 


rade, und die unten, wenn bie Zahl eine gesade Zahl if. 
Außerdem hat man, wenn man die Zeichen bey Seite fet, 
N vn >ud>e, as 

Endlich iR, wenn € das zugehörige Glied in der Reihe z, 


yr 3 36 bedeutet, in völliger Strenge 


23 J und 


* 
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266. 3 Won den. Gleichungen. 


und, wenig k dem Werth von tin ganzen Zahlen augpeu, 
es mag k größer. oder kleinet feyn als | 

| eSckte met 
\ wu. nl 62. 


Zn 


in 


 Diefes vocaußgefet wollen wir den Veuch 4; betrach⸗ | 


ten, und unterfuchen, um wie weit derſelbe von ve wahren 


Werthe von x unterfchieden iſt. Hiezu haben wir 
Ir — gt 
| „_i_ ute 0 _tr Pr 


eg et r 








. .‘. . 
13 BE Yr .- wı.® 


Boigte, beträgt, die Aneisung & *7 er. ‚Dem fe 


d und $ # ı die beyden Zahlen ſi ſind, zwiſchen welche der 
wahre · Werth niit. fällt, fo iſt Mar, daß die Groͤge gt de 
iwiſchen dieſe beyden e F =’ und e( * 1) * * fallen, und 


elſe die Abweichung des Binde gone dieſen Grenzen 


ui — — 
ee 7:87 Ze Dt") 


aatzaiten ſeyn wird. Nun kann man km oderk = $4 1 
nehmen, ſo daß man entweder dder von —— 1) 
Au hat. Wenn man alſo, um dieſe beyden Böll von eine 


ander zu unterfeheiden, den Nenner des Zruchs, der auf * 


folgt, nennt, wenn man den kleinern, und =’, wenn a 
den groͤßern Werth von t nimmt, fo ift der Fehler bey dem 


Bruge z nothwendiger Wejſe zwiſchen diefen Grenzen 
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i "an hehe hieraue, def dieſer Gehtr komer kleiner, mid 


Heiner wird, fo wie man non einem Bruce zu dem folgen» 
"den fortgeht, weil die Nenner e', a’ oder zr ic. nothwendiger 
Weiße; immer größer werden. Auch erhellet daraus, da, 


* und z'> e‘ iſt, daß der Gehler allemal fleiner Re 


* *3 eon, d. h. daß die Abweichung eines jeden Bruch weni⸗ 
‚ger betragen wird, als die Einheit durth das Quadrat des Nen⸗ 


ner biefes Bruchs dividirt. Oleraus lͤßt ſich ſehr leicht ſchia⸗ 


fen, daß der Bruch * dem Werthe von x näher Rkimant, a6 
leder andere Beuch/ "de Bu lieinere Bohlen auegedruat 
wird. Denn ſollte dei Zu ” — der ibbiel x näper foms 


/ 


men als der Bruch — * - und. Yaben n Heine ſeyn als e'; ſo < 


: müßte, da x —* 8* md &, X* oder itoifehen & = und 


8 


sen — FE entfalten if, aus = = tigen dieſ Brinjen fel- 


e' 
len. - Blatt möfte der Umteefhieb werfen * und — — < 


ſeyn. rm if aber iefe Eifer = = mon wo 


der er Bühler nie: Peiner als eins ſeyn kann and. der Nennge 


nothwendis größer ſeyn muß als 2, weil e >nift. "Auf 


a u a 0 dieſe 


168 , 1. Bon ben Gleichungen. - 


diefe Art erhellet alſo die Wahrheit der woeſteherden Be⸗ 
hauptung. | 
BE a 
| | VE 
Uebrigens muß bemerkt werden, daß die Fehler wech⸗ 
ſelsweiſe poſitiv und negativ find, wenn die Nenner ⸗A4 y' 
⁊c. ‚alle daſſelbe Zeichen haben, oder die Zeichen bey ‚onen 


abwerhfeln, Aus dieſem Grunde find auch die Beide. Z 


u — — in diefem Galle wechſelsweiſe einer ober ardher als 


der wahre Werth von x, wie Rr.a3. der vorhergehenden 
Üohandtung. Allein diefer, Umftand fällt weg, ſodald von 
ven Zahlen ⸗, a, 2 1. nicht ie zwey dieſelben oder entge⸗ 
genſtehende Zeichen haben, und dieſes -findet ſich allemal 
nothwendiger Weiſe, wenn unter den Nennern gr, s, ıC. 


des continuirlichen Bruchs einige pöfitjb und andere negaliv· 


fiad, d. h. wenn man die Naͤherungs ⸗/Werthe von x, yr-zrit. 
bald groͤßer bald kleiner als die wahren Werthe angenom⸗ 
men hat. 


2 Mortoe 65. 
m man Rat der conpergirenden Beie © Zu * | 


* 2% lieber eine Reihe abnehmender Glieder haben, ſo it 
. 8 - Bu’ — aß! I 


folglich, da «= ı if 


alw- 


4. ortfegung ber bricen Abhandlung. >68 


cn _ 1 
y rim. Ä 
y | 1 
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a yT 
. RT... 1:1 1 
a * — — * ve 
uund Überhaupt 
8 i I — 7 | * ya. Ä * 
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Man hat ai den Werth von x in in det Relhe “ 5 * 


* ie me welche ſich demfelden um fo. mehr nähen, je wel⸗ 
ter fie getrieben wird, Will man nach der Zortfegung dies 
ſer Reihe bis zu einem gewiſſen Gliede wiſen, un 


wie viel ſie noch von dem wahren Werthe verfehieden it, fo 
leidet es feinen Zweifel, var die Abweichung swifchen diefen 


| Grenzen — mn und * (Nr. 62.) enthalten ſevn, and | 
alſo allemal wenige betagen wied, als * J 

Jedes Od der Reihe et — * *7 — rx. entſpricht | 
einem, Gliede des continuitlichen Zruche | 


pri 
re 2 5 
| ryrı | ' 
7rc. 
25 | aus 





ayo * 1. Von ben: Steicunge. M | 


aus welchem man die Reihe hergeleitet hat, und es wird ſich 
alſo die Reihe dem wahren Werthe deſto ſtaͤrker naͤhern, je 
‚ Körfer es der continnirliche Bruch thut. Nun iſt oben 
(Me. 53.) dag Mittel ‚angegeben worden, einen continniclis 
chen Bruch fo conyergent als moͤglich zu machen, und man 
kann daher auch eine ſo ſtark convergirende Reihe finden 
als moͤglich iſt. | 
Um z3. B. die moͤglichſt cönvergivende Reihe Für das 
Verhaͤliniß des Umfangs, des Kreifes zum Dunshmeffer deſ⸗ 
ſelben zu finden, nehme man die Reihe, welche dieſes Vers 
haͤltniß qusdruckt, und bebandele fi ie. nach RE. 54. Auf dieſe 
Art befommt man \ 
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ab hat ale 


p=3- 427, 16, su — 294, . j 
Hieraus Aindet man. 


„ar,ßz7 yazııtızny ® = ann 
| | 294 7=— 33215, Ey = asia 
2.7.7 99632, GE — 99532 6 — 3-7 3321$ — 
und es iſt demnach die geſuchte Reihe 
il — 
3 777755 7 75. 33215 33215. 99532 
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4. Fortſetzung der dritten Abhandlung. E78 , 
| , Vierte Anmerkung, 


F Verſchiedene Methoden, die Rechnung mit rominuirld 
| „hen Bruͤchen zu veremfachen, 


68. on 
Denn ae und * zwey auf einander ſolgende conpergis | 


_ rende Behdie für den Werth x find, fo hat ma NaHR. Sr 
lgentein, 


„et“ +. j h 
‚ = et re ‘ oo, 
Sept man daher diefen Ausdruck don x in die Gleichung, 
deven Wurzel man fucht, fo befommt man eine Gleichung füo 
t, welche keine andere ſeyn kann als diejenige, welche man 


erhalten haten würde, wenn mar nach und nach pt = fie. 
2,g F * fir, 2 (Nr. 56.) se hane; und um den foßs ' 


genden Bu Z * zu erhalten, muß man den Werth von t 
in ganzen Zahlen ſuchen. Thot man diefeg und iſt k die gea 
dachte ganze Zahl, fo wird | 
-=kten ‘ml * . 
Kennt man demnach die bebden erſten Brüche = und * 


\ 
welche allemal — _ und 7 E find Ar. 59.) fo ann man nach 


und nach alle übrige Stoß vermittelt der Steigung für x 
‚finden. 


. 
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69. He⸗ 
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a2 Bon den Gleichungen. = 
Dee mag man nad) und nach die Sublilunionen 
a⸗ —— — 129 t- 7 x. brauchen, oder den allgemeis 


nen n Ausdend Fr — » für x ſetzen, ſo beſteht die Schwie⸗ 
rigkeit allemal — von jeder veraͤnderten Gleichung den 
Werth ihrer poſitiven oder negativen Wurzel, die groͤßer 
als ı iR, und welche dieſe Gleichungen allemal nothwen⸗ 
Dig enthalten, in ganzen Zahlen zu finden, . Kommt der erſte 
- näherungsweife gefuchte Werth p nicht mehr pie einer Wurs 
el zu, fo haben auch alle übrige veränderte Gleichungen für - 
y, 2, 20. nicht mehr als xine Wurzel, die größer if als eine, 
fo. daß man die. Werthe dieſer Wurzeln in ganzen Zahlen 
| Insgefammt durch die bloße Subftitution der natürlichen Zah⸗ 
Yen zu finden, im Stande if (Ne. 19. der vorhergehenden Abs 
Handlung). “Allein wenn p mehreren Wurzeln zugehoͤrt, ſo 
Haben die veränderten Gleichungen nothwendig mehr als 
eine Wurzel, die größer iſt als die ECinheit, bis man zu einer 
Being fommt, die nicht mehe als eine Wuszel von Diefer 
Met hat. Denn in dieſem Kalle haben alla folgende Gleis” 
Aynngen ebenfells:nicht mehr als eine Wurzel dieſer Gattung. 


“Ehe. mian zu einer ſolchen veränderten Gleichung ges 
langt ift, ift Die bloße Subftitution der natürlichen Zah⸗ 
len oͤfters nicht hinreichend, die Werthe, melde man 
- haben will, in ganzen Zahlen zu finden, weil die Glei⸗ 
bung Wurzeln enthält, die um weniger als eins von eins 
ander verſchieden find, In diefem Kalle ſcheint die Mies 
thode des ıften $. der vorhergehenden — nothwen⸗ 
‚Big. Allein da man diefelbe ſchon bey Ber Erſindung der er⸗ 
ſten Werthe von x in der gegebenen Gleichung gebraucht hat, 
po kann man den den veränderten Gleichungen einer neuen 
Rechnung 


N 
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. Fortſehung ber dritten Abhandlung, 173 
Rechnung’ übeshoben fegn ; und diefer Umland verdient aus⸗ 
einander schat zu werden. 

“. $ u 70. 

Macht man von der "gedachten Methode Gebrauch, ſo 
findet man die Grenzen, zwiſchen welchen jede reelle Wurzel 
der gegebenen Gleichung enthalten iſt, fe daß ſich zwiſchen 
diefen Orenzen nicht mehr als eine einzige Wurzel befindet 
(fr. ı 3. der vorhergehenden Abhandlung.) 


4 


Es feyen A und A die Grenzen der. gest Wurzel. 











Da der Husdrud x = = m ,t- * sieht, fo it 
| | 
‘ 
= der Bert von t sttfehen den Scengen ” Ir — wa \ 
— A gr 


enthalten, Wenn alfo diefe legten: engen pon einander ' 


gm weniger als um eins verſchieden find, fo hat man ſo⸗ 


geich den Wersh. non t-in ganzen Zahlen; find fie aber von - 
einander um eine oder um mehr als eins unterfehteden, fo \ 
if ſolches ein Kennzeichen, daß die geſuchte Wurzel. € von 
den übrigen: Wurzeln der veränderten Gleichung für € um 
Größen unterfchieden iſt; die der Einheit gleich, oder. aröger 
als die Cinheit. find, In dieſem Falle iſt man folglich ver⸗ 
ſichert, den Werth dieſet Wurzel in ganzen: Zahlen darch 
die blohe: Gupfitution Der natürlichen Zahlem fuͤr t zu:finden, 
aand dieſes um fo meht ber den folgenden veräubsten Slets - 
Gunaen. - ' | . 


- Die e Born t= : * Yan auch mit Worthei ges 


went werden, wenige ebbe * die fen ‚ges 
}, | | gebenen 
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174 1. Von ben Gleichungen. 

gebenen Grenzen enthalten iR, in, einen continuirlichen Bruch 

verwandelt werden ‚fell, wenigſtens fo weit, ale die Glieder 

dieſes Bruchs Durch die gedachten Grenzen gegeben ſeyn koͤn⸗ 

nen. Denn nennt man dieſe Grenzen! von x twieder A und a, 

fo. hat man | 

— * * UN — 
Br ar 7 ar Br 7 5 

für die Grenzen: von t, fo daß man, wenn der tinterfchied 
r3 dieſer bevden Grenzen nicht groͤßer iſt als eins, den Werth⸗ 

von t in ganzen Zehlen genau zu finden im Stande iſt. 


immt man alfo = mt ® (mo p den Werth von x in gan⸗ 


zen bedeutet) zu den beyden ken Brüchen an,- fo kann man 
die Reihe der conpergirenden. Bruͤche, und folglich auch den: 
continuirlichen Beuch, fo weit fortſetzen, bis die gedachten 
Grenzen von einander um mehr als eins unterſchieden ſind. 
Ereignet ſich dieſes, fo muß man aufhören weiter zu gehen; 
weit die Grenzen A und A dem Werthe von x keine € grotere 
Senauigteit geben. 


Beh dieſer Methode hat man nicht zu befürchte, dert 

continuirlichen Bruch weiter zu treiben als man ſoll, wie 

‚ folcheß fehr leicht gefchehen Fann, ivenn man, um dieſen 

Bruch zu finden, ſich begnuͤgt, eine von den Zahlen a und A 

„au nehmen, und, der gewöhnlichen Methode bev der Ver⸗ 

. Wandlung gemeiner Brüche in continuirliche gemäß, diefelbe 

Operation gu brauchen, duch welche man den größten ge⸗ 
meinſchaftlichen Faktor findet, 


Wöllte man diefes mit Sicherheik thun ſo muͤßte matt 
diefelde Operation mit den benden Zahlen A und A vorneh⸗ 
men, und dann bloß den Theil des continnielichen: Druchs 
a . | u behal⸗ 


\ 
v * 








4. Sortießung ber dritten Abhandlung. 173 
Behalten, welchen man ben beyden auf einerley Art fände, 


Es ſcheint aber die vorhergehende Methode bequemer und- | 


einfaber zu m | ,. 


— 


72. RF 


or D ’ , 
ent wollen Wir noch andere Mittel zur Erleichterung \ 


der Erfindung der Werthe dee veränderten Gleichungen in 
ganzen Zahlen kennen zu lerne fuchen, Es ſey 


td — atn14 btir2 — X(,=0 


eine von diefen perändertgn Gleichungen, wo es darauf an⸗ 
kommt, den Werth von t in ganzen Zahlen zu finden. Bir 
toollen denfelben allgemein k nennen. Da die Angenommene 
Gleichung aus der gegebenen Gleichung für x abgeleitet iR, 
fo gehört fie.mit dieſer zu eben dem Grade, und wir fegen, 








V alſo voraus, daß dieſer Grad der.nie ſey. 
| Nun haben wir Nr. 70. aigemein t = = gefuns 
den, und es ift daher auch 
| Bu FE 
_ — x: 7 ge’ e' — 7 
t 7— — a nl -1) 
u — rn _x | 
4 u Se: 
* 
Kun iſt aber Tuämtn * ‚te das obere Zeigen si 


"er 
term die Drönungezahl des Brude = eine gerade, und da@ 
Untere, wenn diefe Zahl eine ungerade Bob iſt. volglich if 





nt 

t — in * 

ac6 ) . c 
J 6 77* 
“ nn Be⸗ 


\ 


376° — 1. on ben Gieichungen. 


Bedeutet daher x die gefuchte Wurzel, und x’, x 7813 Die 
Übrigen. Wurzeln der Gleichung für x, deren enge =n 
RR, endlich % t, t“, ꝛc. die sugehörigen Werthe von et: 
ſo in 


| ! 


‘ B 
7 3) * 





x / ‘ 
\ 4 e j 
1 * 


| | I. | 

Mun iſt aber, wie bekannt, amt te Fr” Pre., und fetzt 
man alſo die gefundenen Werthe von x’, t“, ic. deren Menge | 
n—rif, fürt, ei, x.: fo befommt man 


42t — — 
e 
1 1 
nn 2 —2* —ez— — —e 
€ e | 
ar 1 
62.) mx Lt — 0 
Nun haben wie (Mr 62.) | 7 Fr der wenn 
man 
ei + al | "ye' 
fen. € xt gefunden, und da et rt" zwiſchen 


Ye | 
den Grenzen #' und’2’ enthalten ift, Die beude größer ade - - 
find, fo muß % nothiwendiger: Meife größer ſeyn als eins. 
Braucht man daher dieſe Subſtitution in der vorhergehen⸗ 


den Formel, ſo wird 
va 


N 


4 
N 





:, (n—1)*' , 
) * t=4 + ( ) L) 
\ e' 
. \ 1 
En on 1 
— u pe I 


Da aber die Größen xx, x — x gegeben ſind, und e 
immer groͤßer wird, aber kleiner ift als eins: fo muß auch 
jede dar Groͤßen 


1 — 1 
— 7, — ꝛc. 
x) — (2x) I — 
er u 7 








amd die Summe der n — r Diefee Größen nothwen⸗ 
| diger Weife immer kleiner und endlich. a auch eleiner als # 
werden. . “ 


‚Man gelangt daher nothwendiger Seife au einer ver⸗ 


änderten Gleichung von der Ärt, daß die ee derfelben t, 


bis auf $ näherungsmeife beftimmt, = a; De — wird / 


wo a a den Coeffieienten des zweyten Gliedes, negatip genom⸗ 
‚men, bedeutet; d. h. daß dieſe Wurzel zwiſchen den Grenzen 


— m Rt 


enthalten ift, und eben dieſes muß um fo mehr bey allen fol⸗ 


genden veränderten Gleichungen ſtatt finden. 


So bald man daher zu einer ſolchen veränderten Glei⸗ 2 
“hung gelangt e braucht man nur die ganze Zahl zu neh⸗ 


N 


‚men, welche ar 7 ne am nächften kommt, oder zwi⸗ 


ſden den Grenzen a t— —E ann, 3 und a RL RL 
5 | 5a m Br 


\ \ 9 
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no 
D | 


- / N j 
178 I. Von den Seicjungen. Br 


—ö enthalten if. es iſt nemlich dieſe Zahl nothwendiger 
Weiſe eine von den beyden auf einander folgenden Zahlen, 
zwiſchen welchen der wahre Werth von t lkegt, ſo daß man fie 
mit voller Sicherheit für k nehmen kann (Nr. 68.). Auf dieſe 
Art fann man alfo die Naͤherung ſoweit n man will, ohne alles 
Berſuchen, fortſetzen. 


73. | 
Daamt rt’ rt” ꝛc. ift, fo hat man, wenn man bie 
Werthe von et, 1’ 20. (Mr. 72.) fubftituiet, 








Nun ſey — W 
N x Axa-1 Ban-2 — ,==0 | 
die. gegebene Gleichung. Sept man die erfte Hälfte dieſer 

| Gleichung = =X, o ift aus der Theorie der Gleichungen leicht 
einzuſehen, daß vwenn man nad der Difeeenjiaion . 


an die Stelle von x feßt, 
| 


I 1 
— — | — da | Ä 
72 I 
p p 


wird, weil x, x’, x”, ıc. Die verfdiedenen Wurzeln der Glei⸗ 
hung X=o find, Man bat demnach 
R ——— ri * — und folglich 

ale, dX æ* 

a7 —J— — — "2Xdx 7 
Setzt man daher u | 
np! (mr) — ag + (n— 2)Bpo-3p2 —.ıc, 

pr — Apa- ie! j Bpam2'2 — le 


= 


R = 


fo 


4 Serum der britten Abhandlung. — 


‚fo befommt man a X — ==. = — und ‚tür die” 
| ‚Grein, ‚Wovon in ber vorhergehenden Rumme geredet 
worden, Auen zu oa 


ER— # Zi ' 
W — *21 —E — 





Man kann alſo djefe Grenzen unabhängig.von der beraͤnder⸗ 


‚ten Gleichung für t, bloß vermittelſt der gegebenen Gleichung 


für x finden und dieſen Umftand jur Verkürzung der Rech⸗ 
nung bemugen, | ’ 

24 | 
| "Fun iſt noch äbeig zu unterſuchen, wie man erkennen 
kann, od die Wurzelt zwiſchen den gedachten Grenzen liegt. 
Dieſes iſt leicht, ſobald man die beyden auf einander folgen⸗ 
den ganzen Zahlen 8 und $F kennt, zwiſchen welchen dieſe 
Wurzel enthalten if. Denn es feyen at & und a— 3 die 
gegebenen Grenzen, ſo iſt flar, dag A, wenn. t fi zwiſchen 


dieſen Grenzen finden ſoll, zwiſchen und 8II, undgis ı 


gleich derienigen von diefen beyden Zahlen am nächften lies 
gen muß, der t am nächften if, Man unterfuche daher 
I. ob 3 zwiſchen und 5 + ı fällt, 
2. Wenn diefes ftatt findet, fo nehme man von bieſen 
.  begden Zahlen diejenige, der A am naͤchſten kommt, für den 
Naͤherungswerth von t, welchen wir k nennen wollen, ſetze 


t t4 und unterſuche, ob die veränderte Gleichung für 


w eine pofitive oder negative Wurzel hat, die größer ale 2 iſt. 
‚Findet diefe letzte Bedingung ftatt, fo Pann man verficheet 
- fepn, daß die Wurzel t zwifchen die Grenzen A + 4 nd Ab. 


falle, und die Rechnung nach dem, was Rr,7a, gefagt mw 


m in fotjegen | W 
OR J 1. Dan 





* 


AR: Begiroäsee N Von den Gleichungen. 
| 

Man kann Kb aber auch auf folgende Art davon übers 

zeugen, ob die Wurzel r zwiſchen den Grenzen 3 und 

A1 falle. es erhellet aus Nr. 72., Daß man dan Ans 


u wiſſen braucht, daß die Summe der Größen 





’ 


— 
— x 


ꝛe. diriditt durch 22, lieiner ols * iR. Big hat 





Par 
man nur nörhig eine Größe zu ſuchen, die groͤßer iR ale dieſe 


- 


\ ‚Summe, und dann zu fehen, ob diefelbe kleiner iſt als zZ. 


Tun fenen x, x’, x” ıc. die reellen Wurzeln der geges 
‚benen Gleichung, und ihre Anzahl = u, ferner ET JYV —ı, 
L-WV i, FVVS — LE —YVVY— Li. die ima⸗ 
ginaͤren Wurzeln eben diefet Gleichung und ihre Anzahl = ar, 
daten ‚De der Bruch, von dee Wurzel x um 
' 
weniger ale — — unterfcpieden iſt ee 53.) fo iſt Mar, daß, 


wenn A eine Sröfe bedeutet, die glei) oder kleiner iſt als 
der kleinſte Unterſchied zwiſchen den reellen Wurjeln eben 


derſelben ieichuns, jede der reellen Größen — 





72* 
r 
— hothendig tleiner if als -, und deher 
—F AF * = _ 
J 


iſt denn au die Summe diefer Groͤßen, besen es A if 


sic, Pleiner als u 
Ar * 
Was 


\ 


- 
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Was die imaginären Größen betrift, deren je zwey und 


x 4 


zwey unter dig Forn . 
I’ “ “ \ E 1 
— J tr Bra za . 7 





RN 
J 


| gt yYoı Ela Il. —* 
gehoͤren, weswegen man nur U ee von. der dom 


ı 





x. Ei _ 9 Zu 
— hat: fi iſt ale, die Zehlen * ut; | 
m eo * ꝓ⸗ Pe a Be Be | 
vr * ———— * . u! Ip 
eleiner. 








nlaer * milße fi mollen, = 

2 “. ® 

. 018 T Denn fegt man i in —— 7 = * 
fi — F 

kdmmt man — * in un und da der groͤßte Werth 

von ſin. 29 der Einhen glich WR, fo folgt dastichtige leicht. 

Bedeutet alfo TI eine Groͤße, die gleich oder kleiner ie 


als die kleinſte von den Größen Yu Yo fa i& die Größe - Zi\ 





Gute “ 


y= — fo be 


nothwendig größer ald die Summe allen der ige, | 


Groͤben, wovon hier die Rede ih \ 


"a iR überhaupt ® die cute 
= Ar * 





| | ‘I 1 
die Summe aller diefer Groͤßen 7 — x. 


mi mx" 
g ..- N. 


Mm: Bm 


rl 
r a größer als 


— 


189: che Von Dun vicumen ur u 
Ben; man. daher J 


Mk T 
"N — ı si 
"bat, und daben A und ı poſitiv genommen werden; ſo hat 
man daran ein ſicheres Kennzeichen, daß die Wurhel t zwi⸗ 
ſchen den ‚gegebenen Grenzen liegt, . 


um die Zahlen A und ıı zu finden, wenn man die Wur⸗ 


zein der gegebenen Gleichung nicht zum voraus kennt, braucht 
man nur in der Gleichung der Differenzen (D). (Nr 8. der. 
vorhergeh. Abhandlung). die Grenze 1 der pofitiven und die 
Grenze — h der negdtiven Wurzeln m ſuchen. Hat man dies 


‚ gehen, ſo kann mon nA * ober < * und n oder =’ 


nehmen, 


» * ‘ “ 
» ı 
2 ⸗ ’ 
‚ Mr - ” 453 
2 — a 
» “ " . 
. . .. 
} a N 


Pas 
rd ER 
— tz « 3 hätte, fo fände die ets 
facbertg Bedingung pom fang der Reihe an ftatt, fo daß 
man fi dem Werthe von x ganz ohne alles Verſuchen näs 
“Dem könnte, Man rechnete alsdann auf folgende Art. 





Nachdem man den erſten Werth von x in ganzen Zah⸗ 
Ten gefunden, fo Bätte man, vorausgefege , daß man diefen 
Werth, er möchte größer de Meine feyn als x, p nennte, 


bie beyden erſten Beide —, B8 


Run ſette Man! 0 I 
n =, “=, p, i, brädte diefe Wertbe 
m den Autdrud für R ar. 73) und nähme die ganze 
 Bahl 


= oder - < 4 er 


N 


=: 
. \ - . 


u zn . N. 


4 deton der dritten Abbandlung. Tz 


Ba, weiße Z ‚db. _R am nächften kaͤ⸗ 


le. Nennte man hie game Sahlk, fo hätte man den 


4 kt pie 
| Mi N 
TI gr 





| 0) Setzte man “pr =ı, ı=kptr, ı!=K, brächte 
diefe Werthe in den mr für R, und nähme die j 
— am noch⸗ 





ganje Zahl, welche — de 0. 
fen füme. Es fey dieſe Zahl = kr, — haͤtte man den 


kıre kp ti)Ep 
. re ee ° 


J 3) Segteriak=kpFT, ._ x, * kkp + ı)tp 
(= k' k +1, ‚fuößiuigt und nähme die ‚ganze Zahl, 


Ä — R— —_-R—k | 
toelche — oder — amnaͤchſten kame 


Nennte man dieſe Zahl k“, fo hätte man den Beuh- 
k’’ + Pr 
_ = u. |. r * —— 


- k'y F 
Auf dieſe Art würde x durch folgenden entinieihen 
Bruch 
kr 
a + ® . 


| ER 
oder a durch dieſe converitenden Brüche ausgedruckt » 


‚ap kp rt ı kikpt 1) * p 
or L Ok / " 10 Yı — ꝛc. 


Mi 77. Wenn 


⸗ 
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- Be 77 . ze 5 
Wenn man nicht fogleich — * * < 3 bat, fo 


darf man nur den eontinurficen Bruch 106 der gewoͤhnli⸗ 


chen Methode ſo weit ſuchen, dis man zu einem Bruche ge⸗ 


- 


— 1 
langt, bey deſſen Nenner⸗ — 
bis man zu einer veränderten Gleichung om, welche die 


Ne. 74. befchriebene Befchaffenheit hat, Alsdann tät ſich 


die Rechnung nach der vorhergehenden Methode fortfegen. 


Da uͤbrigens, wenn man alle Wurzeln einer Gleichung | 
in irgend einem Verhältniffe vergrößert, die Unterfchiede 
diefer Wurzeln dadurch in eben dem Verhältniffe vergrößert 


werden, fo erhellet, daß bey der Subftitution von — für x 


in dee gegebenen Gleichung und der dadurch hervorgebrach⸗ 
ten Vergrößerung ihrer Wurzeln in dem Verhältniffe von 


‚ı:8 die Zahlen A und Im, welshe der neuen Gleichung zus 


Fommen, in.eben dem Verhaͤltniſſe vergroͤßert werden, und 
alfo in FA und fn uͤbergehen müffen. . Man kann demnach 
die Bedingung der z6ften Nummer erhalten, wenn man f 


einen ſolchen Werth gieht, ab 


Kr . tm= a < 1 
wird. Thut man dieſes, kann man fich allemal dee vor⸗ 
hergehenden Methode bedienen, um den Werth von x ohne 
alles Berfuchen auf dem Wege der Näherung zu finden; nur 


- muß man den gefundenen Werth darauf noch durch £ dividis 


ren, um den Werth der Wurzel der gegebenen Sleichung, 


zu-befommen. Zwar erhält man auf diefe Act die Wurzel 
nich mehr in einem bloßen continuiclichen Bruce, aber doch 
ü Dem 


— — 


\ \ 


77 <rift,öder 





‘ 


4 zortſehang der dritien ihn, I 


dem wahten Werthe Yo ſeht genähert als man iegand will, 
"und. biefed-veicht für den gewöhnlichen Gebrauch Hin, ! 


Es fey die Gleichung a nn 
.. m-Am0o .  % 
gegeben, wo alfo bie ate Wurthelt von A zu finden ie 


J Be | J . 


Es fo n) n.eine gerade Zah und = 2m, fe Sat die, 


* 


Steigung, wie bekannt, zwey reelle Wurjeln + TA und 


— * A, unden — 2 imaginaͤre Wurzeln, witge nö lob 
gende Art ausdrucken hoffen; 


ort = {in * — —W 


wenn e den Umfang eines Krafes oder einen Whel von 
3600 bedeutet, und fuͤt s nach und nach alle natuͤrliche Zah⸗ 
len, 1,2, 3, 20. bis m — ı geſetzt werden. Man hat alfer 


* 


in diefem Falle (Nr. 75.) ey, mn 1, und da fin.— 


der Pleinfte von allen fin. — iR, fo kann mon A=2 Y A, 


n Gin. —y A nehmen. Es findet demnach ‚die Bedin⸗ 














gung des zöften 6. ſtatt wenn, 8 000. 
ri | | | 
I m— | 
or r— E oder <# | 
yA—ı Gay A BE 
und al fi her allemal, wenn | 
n f 
—E oder > —ja . _ 
n 3608 4 \ 
n 


M5 0° Ferner 


\ vo. 


——— — — 
. 
N 
L 


— 


v 
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186. 3. 5 VSon den Gleichungen. J u 
0 (Gerne {op 2) n eine ungerade Zahl und = =.am * 1. J 

In dieſen Falle hat die Gleichung nicht mehr als eine seele 

Wurzel * N, und am imaginäre, deren Zoım 

(of. — — HE ‚An. —y — Vy 


iſt, wenn fuͤrz s nach und nad 12, 3, xc. bis m geſetzt wird. 
Dan Hat alfo für een Sal „= * * ‚=m; un. dA unter | 


‘ 


den in. 72 ber fin. = * ET mei n Sam 9— 


dee kleiuſte in, ſo. kann mon N = &n, N nehmen, 
Selsuc hat die vorhin gedachte Beni Rat, wenn 


112 ‚ha. - Ze . 


“ 4* Per > (= 





je if 


m. 180° 





Iſt daher die Zehi A nicht Heiner als die Beengen, welche 

wir fo eben gefunden haben, fo- kann man jedesmal ohne 

‚’ alles Verſuchen nach der Methode der 7öften Nr. die nte 

‘ Wurzel diefer Zahl finden; und ift fie Fleiner, fo fann man 

. fie allemal groͤßer machen, indem man ſie durch eine Zahl 

multiplicirt, welche eine genaue Poteſtoͤt von eben dem oder 

vom nten Grade iſt. Denn hat man die Wurzel von diefem 

Produkte gefunden, ſo darf man dieſelbe nur durch die Wur⸗ 

zel des gebrauchten Multiplicators dividiren, um die ge⸗ 
ſuchte Wurzel von A zu finden. ' 


Det Werth von R (Mr. 72.) für die Sleichung x" A 
0 iſt uͤbrigens 


. _ mern 
. Rz gr — Ar'® | . 
. | u " 29.86 








j ı >» 


4 — der in, Aorung: 2 


Kae a am dit / 798 . Fra arm 

Da der Sell, peng.h.35 Seh. nach der ARE Der 
aten Anmerkung aufgeloſet Serben ann, fo J wie, 
ihn bier, Es fey alfo 


I & ah # het man 62? zur, und all; 


& 


Az, Dder > 44, Ferner - | 6. FE 
ı 3600 " 
* n = 6 4 ‚Bat man fin, * Z.und alſe 
“ gave F 336 ie Nim m | 
25 Ina 3, ſo dat man fin. 32 * Fr und dife ne 
EEE u 4 de >.2*. u Tr ig 
. . > F > J 
Eben fo, wenn u an 
600 * 
. n = 3 if, fo dat: man fin, 3 * = =, und 2 
8. r- onen - 


L X * 
u — —— ” 
v 9. * ar .: 


| 3. yv= 5, ſo dat man fin. = —iin. 74 6, und sent 


man mit dem Logarithmen, fo findet mar | 
"A=oders 1315 a 

we 
| 72; BE 
Geſetzt 3. B. 08 fo die Eubiktonrzel aus 17 acc 


LS 


werden, fo iſt 17 > ER teil 3V3>%4 iR. Man Fan 


aiſo ſogleich die Methode der 76ſten Nr. brauchen, und hat, 
‚dan == 3 und A=ı7if Gr. 78.) 
2‘ 


- re 


⸗ 
⸗ J \ 
s 
: , . 
x 
‘ “ ’ — 
J 
un 
— 
’ = 
, / ö ö . 
. - \ S 
. 
. 
{ 


| — —— 1 Vom ben Wleihüngen) or 


‚Nun ind die ganze Zahl, welcht der Eubifmwurgel von 17 am 
nodchſten rm, 2 oder 3 p. daß mail al F=a oder p=3 
ſeten ne iR 


4 Ne re 2 . Ep 


Es ſuprie 2/ fofi m pie Sebi erden — * 


£ ⁊ ”% 


folgtich we. . Kies 
I 3 GE EEE 
SR any v ” . 217 To R jan © 7* 


9 
1) = I, "zu af I; = 


= 5 und die ganıe Zahl; wit BL hm 


naͤchſten fommt, ft = ı. ‘ es’wird denmach = 1, und 





ei - =. Berner {ft . 
in Zu J BER, mern tin F a 
—X Sy, sum 1; alfo R =? und 

Re “ 


ur = * alſo hie gangeBahl meice 17 am noͤch⸗ 


ſten kommt/ 2 iſt, fo ſetze man k= = 2, wina man den 


— =! En N 
Br uch Pe bekommt, Nun fev 


I. 





3.82 
_ 83 — 17.33 

= E | = =— * Die ganze Zahl, melde 

dieſem Bruche am naͤchſten kommt, iſt — 2, und alfo iſt der 


k’% + « — 13 
Bruch k“p * * — — 5 





3) I 4 “rm, u == ,, alor= 


- Run fann man 


‘ 
’ 
v . 
ne rm, 
x . . 
.. . 
. - 
. 
D 


nr 


«<< 2» 
4 


x L} 
, x 


4. Fortſehung ber beitten Abganblung. 289 


0 2 8, 3, — 13, ſetzen, und 


auf ähnliche Art damit verfahren mie vorher, 


Auf diefe At erhaͤlt man fuͤr * 17 die condergirenden | 


Bruͤche 


2 z B 4 u w 4* -f 


I 2 3 8 is a DE Ce 
77⸗ us .., 
een 6 FÜ 1 3 * 7* 4 
u zu 
und den contnuiclicen Bruch 
arı 
. — 1— 
171 
— N‘ 
N F “ 2 r .r L’- 
3 
Di 
WE 
Pr .- — > * 
\ R . * J 
u . 
Ss N \ ' 
N \ 
% - er . ”; 
B v 
) Pa j 
D nn | \ » 
u - 
\ 
vw... ' ‚ 
⁊ 
— 5. Neue 
v. 
‘ , . 


q 


5. Neue Diebe der Aufiöfn der Gleis 
dungen vernittelſt der Reihen. J 


x 4. 


Dom 


⸗ 
Herrn de la Grange. 


nus dem ⸗aſten Bande der Memoiren der König, Akademie 
der Wiſſenſchaften zu Berlin, 


\ 


& will in diefer Abhandlung eine ſehr einfache und ſehr 
aligemeine Methode mittheilen, die Wurzeln algebraiſcher 
Gleichungen in ohne Ende fortlanfende Reihen ju verwan⸗ 

dein; ein Gegenftand, det bereite ‚viel Rapematiter bes 
ſchaͤftiget hat. 


. Meine Methode Hat, wo ich nicht irre, vor allen bis 
feßt befannten Methoden beträchtliche Vorzüge. Denn eins 
mal erhält man dadurch einen Ausdruc für jede Wurzel dee 
gegebenen Gleichung, da die übrigen hingegen gewöhnlicher 
MWeife nur zu einem Ausdrucke für eine einzige Wurzel lei⸗ 
ten. ‚Zum andein giebt fie die gefuchten Wurzeln in regulds 
sen Reihen, d. h. in ſolchen, deren Glieder nach einem alls 
- gemeinen und bekannten Geſetze fortfhreiten, fo daß es Teiche 
iſt, dieſelben ſo weit fortzuſetzen als man irgend will. Drit⸗ 
tens ſind dieſe Reihen ſo beſchaffen, daß man die Form ihrer 
letzten Glieder leicht finden und daraus die Bedingungen 
herleiten kann, wobep fie entweder eonvergisen oder diver⸗ 
| given, 


5, Treue Mechode d. Yufl, algebr, Sfeichungen. -ıgır 


giren. Auch kann man, diertens durch eben diefe Methode 
einen Ausdruck für jede Poteſtaͤt, ja für jede Zunktion der 
geführten Wurzel finden. Endlich laͤßt ſich dieſelbe funftens 
auch bey den tranſcendenten Gleichungen, welche Logarii⸗ 
men und Kreisbogen enthalten, anwenden, und kann ge⸗ 


| | braucht werden, verfchiedente wichtige Probleme diefer Gat⸗ 
tung auf eine viel einfachere und genanere Art aufgulöfen, 


als man es dis jet gefonnt hat... ’ 
‚ih 


Von ber Erfindung der Summen ber Potsftäten” 


eines jeden Grades von allen Burgen einer 
gegebenen Steichüung. | 
Die Aufloͤſung diefes P oblems iſt bereits hinl anglich 


bekannt; ich theile ſie indeß gleichwohl auch hier mit, theils 


weil dieſelbe mit dem Gegenſtande dieſer Abhandlung in Ver⸗ 


bindung ſteht, theils weil meine Methode in verſchiedener 


Raͤckſicht einfacher und allgemeines ift als die gewöhnliche, 


4 


1. 


J — — 
o=a—beten ds tin... (0) 


eine Gleichung von irgend einem Grade, und ihre Wurzeln — | 


Boni: ſo iſt nach der Theorie von den Gleichungen, 
a bx+ci2 — dx3 Ti 


/ 
Y 2 
F * * 


1a Ha Bad. 
. - Bipibist man Demnach dur a, fo wird 


bx — cı2, + dx3 16. 
— — — * 


a) 


1- 
(I -- 


— — — 


⸗ ' . 
2 ! 


. | - . ? . “. \ . 
292... I. Von ben Gleichungen. W 


x 
u — —— 


N und nimmt man von heyden Seiten die Logarithmen, fi be⸗ 
mmt man— 


= ae tin. I 
v A oo. 
1 Hr Hruc-dtm 7 
Run ift allgemein 
us u3 us 
— nn 3 4 5 
BE und alfo 
> x, x — XS. oo 
a ) PK. — Art —-) Tre 
1atDT DEE re . 
| Pe SE 
tem 
x A I. 
— *0 at 
2 p? »'7 ae, 
x’ 1 I. 
—_ — (5 17 ic) 
| 3 te tr 
| — wo 
Sept man daher 
| X exa td — c. 
rg Te De 
Ax } Bx2 Cx3 FDxe + 
fo wird 
. 01,1 ı 
Amzigtyte 
pP r 
* I h 
p? 1. | 
1 1 
302* 5 15 Zr , 
‚3 . pP 17 . 
Te Be 
‚2. Da 
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Do. Zu n : 
lt. bx — ex⸗ dx3 — it, Mi u 

| Ax + Bx2 * Cx3 +. Dx4 T ic, 


angenominen worden iſt, fo findet man, wenn man beude 
Seiten dieſer Gleichung differenzütt und durch dx dividirt 


b— 20x +3dx2 — x. | 
a— beten — dest er 
Ay 2Bx 30x2 7 4Dx3 7 ꝛe. 
Multiplicirt man daher uͤbers Creuj und bergleicht die Glie⸗ 


der, po befommt man, | r 
Az — 
/ a 
Ab — / 
28 = ab — 28 , 
2 


AT = her 38 


uf. f. Man ſindet auf dieſe un die bekaunten Mewtonia⸗ 
niſchen Formeln. 


Ein jeder Soeffieient fegt babe) alle vor ihm dorherges 
hende voraus; will man auf einmal den Ausdruck fuͤr den 


Goefficienten der Poteſtaͤt xüi haben, welchen wir M nennen 
wollen und der fölglich 


i,2,1,, 
matt 

— — — ————— X 
J mn N ö 


| gie feon wird} ſe kann man ie nbſcht auf Inden 
Wege erreichen. 


— Ze mn | 








— — — — 
\ ’ 


⸗ 


\ 


wodurch man 
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. i §. 3. | ZN 
Man erwaͤge, daß _ | N 
Ä bx — cxı2 3 ꝛe. 
1a deze td u, _ 

. - \ a 

" b — cx2 dx} — ıc 
Ic Dt Hi - rt 
| | ‚alı -2 0 
if. Berner fege man der gůrze wegen | 
. — cx2 + dx3 — ıc 
a 


% 


x, 





bx — cx2 + ds — 6 
— = 


KK — 


— pn 
128* 


= 


J bekommt. Verwandel man nun dieſe beyden fetten Logas 


‚Dun ift befannt, daß 


rithmen in eine Reihe, ſo wird 


bx — cx⸗ + dx3 — ꝛc. 








202 —* 
bx bax2 b3x3 en 
- 2a  3Z3a3 » 


j . 








X X . X3 
— + —— J — + 
x... bx 7 
2 
| At Beta dich Man hie 





— u — 
bx 17 T a2 -- a3 
I u _ 
8 \ 
t n I 
e ' 
4 


>» au. Ttr——— . 
- 


bx 
x U DU} 3 
\ a a ) 


x x 
* om 
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x 
abx , 3b2x2 . 3x3 , 
R. ae 22 22-222 


a a2 a3 





2. 2a zb shirt 


er 


— — c Hr:2 —— 


1 2 2.3.4bx abx 
— — ung it | 7 3 * 
T x)” | 

ic. 
iſt. Sept man daher der. größern geichtigfeit wegen 
X mar y.asd Fax ı / 
x? = px4 f u u 0 ze Be 
XS yx6 + yx7 ds } ic 


fo fällt indie Augen, daß der Coefficient der woiend xm in der 
durch 


| naht den potenäten von x entiwictelten Gräfe 





1 — bx 
ER ——— T% * —m-20 


der Coeficien eben diefer Brenät in der Groͤße — 
al 7 





Km — * —* t (m— 2 yes Tat ) | 


x 


* 





und in der Größe - — 
300 — 7) 
—E—— — yre * sa „em 


⁊. FI. aymi-6r). — 
und ſo ferner fepn wird. - 2. | 


[ 


2.450 2a ash | 


2 Dier⸗ 


— — —— — A 








196: 1 Von ben eignen, 


Sierans fließt . 
— en 


Ho yunatechjaes pic hans 


tim Datz * wet tt 
— | | 
T Empires * mare 
tetnie en 
rw | ——— 
Da alle Mn mm 5 * tz +: * at 1, point: man all⸗ 


gemein. 
Ä ı.x 1 
tet 


er Hmoloyms 4 ma’e3 dic t mama 
1 2 regt FO + % + 
—RX 


— ve m-6 —E 6 „ya 


7x. * zer “ 


‚7 


Ä mm sm m?) BJ . . 
d T- 2 3 . 4 S ZT 8 * 
m(m —6)\(m— 7)(m—8),, _ _ 
— c Mom tige or 


7xxc. 
Eu = erßee 


R ! 


EEE Wi 
x 
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| 2. Erftes Erempel. | a 
Es ſer die Gleichung des zweyten Grades 
2 nbefeamo 





gegeben. In diefem Falle i X = — — =, folglich 
x2; X3 228, ꝛc. | 
. 43 k 
alſo 
2c2 3 
** 75 BEZ IF IC, 


und alle übrige Größen «', a“ ꝛc. ⸗ 0, Gind daher p und 
— die Wurzeln diefer Gleichung, fo hat man allgemein 


\ 1 1 b mc_b , 
pa 7 " = Go — ar 


„m(m—3)Jc2 b BEL DLENSR. b_. 


0 t 72 
bis man zu Yotefäten von = — wit negativen Crponenten 
kommt. 


4. mente Erempet 
es fey die Gleichung des dritten Grades 
Ä a— bx}cex2 — dx3 =qa, 
gegeben, In diefem Galle iſt re 
vDV wett dx3 =-e-&) 
folglich et 
a Lande ka " 
X2 6 — 2cdx T dx2) 


x6 . ’ ro. . . | 
X3 == 22(e3 — ge2ds T 3cd?x? = d3x3) 


N alſe 


t — 


. 
* — 





4a98 1. Bon den Gleichungen. — . 
- alſo : 5 
N © f " " 
& —— — — & = — 
_ a a 
’ 0% t " 2cd “4 d 
= a3’ —— nz’ = — 
c3 c2d 
— er — er) Y rl) ı — 


Mennt man demnach die dreh Wurzeln der gegebenen Glei⸗ 
- ung pr q under, fo hat man allgemein - 
' 1 1 ı 


” | an- en KG Bim-z + Ems 
00, min) _.. mm— ” 
j 7 — ja 4 er 
m(m—5) , D n- m(m— m 5) 
* 2a2 Pe 2,383 
T gi * en 2, £ — 
_ mm. —: Ha 7), 
2.323 


rar ver meh om +. 


0 2cdi.ym -f 
ex ja. 
‚ze one, 


* 


‚md def Reihe Kauft fort, bis. man zu negativen Poteſtaͤten 


von — tonmt. u . u - 


5 Drittes. Erempel 
. «fen die Gleichuna 


gegeben, In dieſem Galle M W u 


x 
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R  Xe=-, =, folgie 
” X2 — —, X = — ⁊x. 
we. 
an-2/ = I, p20-4' =’, ꝛc. 
a’ a2 
und alle übrige Srdien = =o Deus 
bb m(m — — 20 * 1) 
‚z# = oe ym-n T ne Jm-2m 
nm mt3lm —tn).b _ | ” 
“+ — a 7% aan - 
4 m(m — an t 3)(m — an + 2)(m — 4n #1); Syn 
2.3.43*4 


- . I 
bis man zu negativen Poteſtaͤten von kommt. 
Ohnerachtet wir üörigens ie bloß die Formel für die 


Summe der Poteſtaͤten — om’ Fe m 1 gegeben haben, wo | 
p, 9 x. die Wurzeln einer gegebenen Gieicheng find: fo 
läßt fih doch auch daraus die Summe der Potefäten pm, 
ga, xm, x. ſehr leicht finden. Zu dieſem. Ende braucht man 


bloß. die Wurzeln der gegebenen Sleicuns in ihre reciproken 
Größen ju derwandeln, indem man - füt x feht. Denn 


"nennt man die Wurzeln der betanderen Sein p’, g r’ 
2“, fo hat. man 


N 
Din. . Y 
N 


, um 
un oo. 0... P® 


4 


ah) 


200 u ‚I Bon den Gleichungen, 


1 1 


1 | un | 
mern 


u J 6. us Zu. \ 
J Da . | 
Ä 0 Rt zax2 4x3 Fi 
Xu x4rpx5 +, 
Ä x my6tyr7 pi 
> a (Ar. 3.) fo erhellet, daß in dem Kalle, wenn man x == 


= fegt, und Y die Gunftion von y bedeuten u, worin x 


Bersandelt wird, 
. Ye awıf —* zꝛe. 
Y 
- — m Dan tm qMm-s p æc. 
de Y3 Int2 
Fri Karren J 


7 zc. 
iſt. Hieraus folgt, daß man die Formel der angeführten 
Nummer auch auf dieſe Art guedrugen kann 

1 
| \ a —F gu * * * &.) , 
- t rye + —— *2 — 


wenn man na ds Difereniation = — für y ja und alle 


x 








Blieder wiegt, weiche negatipe Poteftäten von y oder * 


enthalten wuͤrden. Auf dieſe Art laſſen ſich alſo die ons 
men der Wurzeln einer jeden Gleichung, und zwar dieſer 
Wurʒeln in jeder beliebigen Poteſtaͤt ſehr liche finden 
4 2. 
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ar . 


Meehode, die Wurzeln einer jeden Gleichunge Bun 


eine Meihe darzuſtelen. 


AN * | 7. 
Wir wollen wieder die Gleichung | 
o=a—hxtcex2 — dx3 Biel (A). 


zur Hand nehmen, die Wurzeln derſelben p, q, r, ꝛc. nennen, 
und ſehen, wie man den Werth einer ieden dieſer Wurzeln 


inobefondere finden fann. 


e⸗ iſt, wie wir im vorhergehenden 6, geſehen haben; 
\ beten dito. 


a(1 — >) — EX — 6) „eo. (B) 


Dipidirt man diefe Steibung durch * und verändert barin | 
‚Die Zeichen, io wird 


1 a. ax da2 kr, 

— 6 en nn WE \ 

bx ‚bh | 
=. ° 

a x x x u 

— (1 — Vom m) eu), 
ir pP‘ 2° | 2) DER Zn 


—* — ya — FC _ =) eo.‘ 


- Nimmt man. ferner von besten Seiten die Logarithmen, fo 
wid 


| eds J 
wegen 


nd 
 ___ 


! L 
bs 


Ro 


. 


5 a0 I Bon den lacungen. 


Seht man demnad, der Kürze wegen | 


zalter—ietenom _ 


und verwandelt Ten — 2) Kt— 2, Iı — = ec. in 


Reihen, fo if nach Veraͤnderung der Zeichen, 
x X2 X3 R . 
ET 1.55 tr“ 


pP, Po... 
2x2 * 3x3 T% . 


) GE 
r X.. - -4— —0 D) 


gun muß diefe Gleichung identiſch feyn, da die Gleihung 
6) es iſt; und wenn man daher an die Stelle von X den. 


Werth deffelben, oder — _ tr x — dx2 * ex3’ * x wie⸗ 


der fat und dabey 
x_x 
I’ ab2 15 Tum 


’ 
. erlızte 
Ax h Bx2 Cxs Hi 
annimmt, fo giedt bie Vergleichung der Glieder 
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— PP _ p? p3 
“& a 2 = 27 yv- 2 ’ . 
Auf dieſe Art fernt man alſo nicht nur den Werth der gdur⸗ 
zel p, ſondern auch das Quadrat, den Cubus ıc., fo wie’ 


aud den Logarithmen derſelben kennen. Dieſer eogarith⸗ 
me iſt | Br 
h=.- —X In 
8. Erſtes Erempel, 
Es fey die Gleichung des zweyten Grades 


a—bxtcı 0 


egeben, Hier iſt 
a 
X z f ex, folglich 
, a2 R , x . 
x2 * * T 22c } cax?, on | " 


te | 
83. x oo 
— ce 
X m — + en + Ga2ca + gac3x3 # c4ax⸗4 
u 1% u R \ u 
und alſe 
2204. 32202 6.5.42303 
— Ú— — — — Ju 
2 2.404 ? 2.3.6b6 1“ 
2 a „ac „state? 3.438302 "4a3c2 + .6. —— 
—b 363 *. 2.565 2.3. 767 * 
0. a2: duale, 6 Sadc2 8.7.6603 
ze — — — — . 
26b2 * 4b4 * 2.6b6 * 2.3. 468 * ꝛc. 
no ꝛc. nt . 
 ‚Geßt man demnach x in die Stelle von p, ſo wird | 
2 — ix = - 


— 


204. 1. Bon’ben Gleichungen. 
4 
4% 34202 5.423c03 
iz 215 re: 5 — 
a a3c 4a3c2 _ 6.534c3 








8 Er dr zen 
. *2 a2 * Ssa4c? 7.barc® 6afca 
2  .b2 er "2.3b3 T 
x3 a3 _ atc 62502 _ 8.726c3 
zent ir FILE VE Te 
‘ , xC : 
and Überhaupt 
x 3 an amtIc (mihz)anNtsch 
| m mbn: bm+2 abmta 
’ * (m + 5)(m + aJant3c3 
— — ꝛc. 


Loͤſet man die gegebene Sleichuns auf, ſo findet, man 
V(b2 — 4ac). 


ou — 
2C 


und vbirwandelt man die —* in eine Reihe, ſo be⸗ 
kommt man 


p aae ac)2 _ I, 3(220)3 _ I.3.$(220)4 
b - 263. 2.3b° : 2.3.4b7 

\ oder 

a202 4a3c}3 6.532404 

rn 3b? 

fo daß die beyden Werthe von x find | 
b a a2 ga3ca 6. Sadcy 
en abs 2.357 
a 4n302 6.5343 u 

= 15 = + Zt br 367 T x 
Es ih aber diefer letzte Werth mit dem, welchen wir gefun | 
den.baben, durchaus einerley. 


— x. | 


b — IE 3 x.) 


+ 


= 


5. Da 
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{N % S 
| Da die gänge Schwierigkeit hietbey in der Sefindung 
der Eoefficienten . “ er y, 26. der negativen Poteftäten von x \ 
in — + tz I — + ic. (ött. 7) liegt, fo wollen wir (us 
chen, diefe 2 ſo leicht und zugleich Yo allgemein N% 
. machen als möglich ift. Zu de dem Ende wiederheie ich, daß 
| x 4. X2 Fu x3 
b. 2b2 3b3 
Dann 


eltern ten — 4, 


iſt, fo wird, wenn man der Kürze wegen : N 
J gu datei un: 
ſedi en 


a 
| rt * ri =-U-8-9 


Berwandel man aber dieſe beyden togarithmen in Reiben 
ſo echält man 


v | X 
u 1: 3b3 Tu 
. | “m. 
| = a2 
ba T obax2 ! Shan Ks Tu j 
g #2 £3 





— * ——* 


um ad Ki 


x - 
Ds 
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—— ⸗ 


b 32 ⸗ 
N, et rt otw 0 
| De 7 
nn tat, et tt) 
“ I 


——— tx) # ic Re .. (£) 


Man —* —* Nr. 7 Nun if, in eine Reihe ver⸗ 








wandelt, . | 
n \ > 'q3 a3 ’ 
= 1 — ge 
gr tmetngte 
. 1 — — 
_ bx | on, 
r ©0094 322 _'4a3 
m——=1177-1 0777 
| (1 ya bx b2x2 — 
I > x 
ee 1. "2.33 3.4.22 
— i1.2t u, ln vie) 
EEE 


X. 
Wetzt man demnach allgemein tn 
ee oe Ze 2 en 
2 —=etex te'x2 Fe%3 Te. 
Baertertent re ri 


N 


- ꝛc. 


ſo ſindet man, indem man von ce den Gliedern, welche 
poſi tive Poteſtaͤten von x enthalten würden, abftrahırt, 


—artette 
a 


bx - 


J 7 ꝛc. 


17 705 * "zz tr 7 Y 20): 





@ 


u . u , BE 
5. Neue Methode d. Aufl. algebr. Sleichungin. 207 


1 a2, a3 
| # aerz * 5 * rt ic) 
| F ꝛ⁊c. 
2 


— — —* Kerr b 13 ; + — * 
201 — —7* | | 


an a — 
* e r — —* * ꝛc.) 


| Ge, f we * se — ba tw)! 


15 
Ti. 
83 
— =. ‚2er 2. 213. ve Te), 


EL nur | B - 


- 





En 13. ta a 
Zu rer, "5. 68’ tie) 


* * tn “ — 
und fo ferner. 
Bringt man daher dieſe Werthe in die Gleichung 8 
und vergleicht die Glieder, Dorn xo, a x”2 ⁊c., vor⸗ 


| fommit, fo findet man, weil Ei = P- _ 1m if, 
p= — Im T.® ir m F * nu. + x. 
er T —* + 3e Bra + x) 


* 70 20. + 2.902 * 3, —* * 2 





* 3. tar T 220; to. ER * RN 
* ⁊xc. . 8 





208 u | I. Don bei Srigungn . 


—E * 3 * ei R Zen 


4 ar, 13. 4 Ar t4. En * x) 


+ Pi | 
reits —J rt) 
17 Au * ci * Er Tu) 


42 Ch 4 wie I ts — 40) 
F m 2 \ ! 


P= tete 4.0) 


1; tete +) 


7 — Ts. 6 te * ꝛc.) 
Kock ” + ꝛ⁊c. J 


und io fernen, - 
| a oo 4 
Da man nun | 
& 2** Bert di 
=ete Fe? +. 
— we — —— per pie 
und fo ferne angenommen hat, fo if leicht einzufehen, daß 


wenn x m — z gefegt wird \ 


Ip im _ 
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2 d.iax, , de .txa 
beit € na Fee 
| d.e2x2 dz,f3x3 
=, =x T ix tet 
d. * 43. 23x4 
»=ı t ak to Szays ti 
d. * .d2,$£3x$ 
3 3 I ’ 
p3 Fr 2(tx I} — + zc. 
* 
und überhaupt 
d.e2xmtı d2,&i3xmta2. \ 
— u, m — — 3 — 
Pr and ml r ade ga ti) 
. ..0% ) 
iR — | W 


Auf diefe Wer in p "eine Bun der Steibung. AP 


— 
bꝛ rex⸗ - das dic, oder a Et \ 


4 ber Gleichang 
4— bx + ats =0- 
wo 05 eine e Sunftion von x iſt. 


in Zweytes Erempet. 
Es fey z. B. die Gleichung 
— 
gegeben. In diefem Sale Mbxl= ce, und lalgic 


= I Laßt mon daher p eine Wurjei von dieſer 


Steihung fepn, fo ift überhampe 
cextfn-r c2d.xinpan-r 
m em ii ir 
- P x rm —— t ht, 
eId2.xm43n-T. — 
2.3b3dx2 7 1) 
O. 7 wenn 


j . 


w 


1 oo. 
) 


210 I. Bon ben Steigungen, 


enn man nach‘ der Differenziation > — — für x fegt aſo hat 


man, wenn man x für p ſetzt 


Benn man x == 7, fept, fo’daß man bie Gleicuns 


no + —— (n 20 — 1)c2amtzn-z 
"m = m( pn rn abmt2n | 

(m # 5jn.- Dmt in — s)e3amtsn- 3 
b: 2. 3bmt3n. 

(ni} an — Dim tan amt an zitate 
7 2 . 3 . br tan 


pPꝛre. 


an — by 1 yc=o0 


"Hat, ſo wid max" und um y zu finden braucht men 
folglich in der vorhergehenden Formel nur m negatir zu neh⸗ 
men. Auf dieſe Art findet man 


— 


me PR hie (m an hrleabi-dn. 
au 


— — — 
am“ a1 gam-2nt3 


(m — zn t 1m — 38 } 2\esba-3 
* 2, zam-3nt3 ie 


Diefe letzte Formel hat mir vor einiger zeit br. Lambert 
allein ohne Verweis mitgetheilt.: 


. . 1. Drittes Erempel x 
ee ſey folgende Gleichung von vier Gliedern suchen. 


a—brtemd— mo. -. 


Setzt man bit * cxd — xt, "ind folglich 


RD u —- x m. F 
8 a .,_—_—— — ’ " 
bo 
. I var . v 
fo wird nn Z 
— e2x20*2 — 22xn*r-2 x2 r-2 
2 
re ar 





L) 


* 
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c3x3n-23 — 302x2nir-3 4 Icynt2r- 3 — x3r-3 
b3 
ws 
und alfo, wenn man x an die Stelle von p bringt, 


B= 
ı N 


a‘ ı 


an camftn-ı auntr-r 


xm — —& —— — — 
p bag 


+ m (mimNJeramtan-z „(mtntr-ncamintr-2 
. “2 | bnt+2n | . bnjafr 
P (mt 2r — Tamt2r- 2 
oo bn+2r 
oo. m (m +3n — In — 2Josamtsü-s 
"14-6 
2.3 ‚ bn% 3n. 
u „cm Fentr— IYmtaontr— a)eramtäntes 
| bntzntr 


- 


2 3 (mtnt2r—nlmtn tar Damian 
, bmtu;2r 

| (m + 3r — 1m + 3r — —— 3 

ba +sr —) 

+ | 


14. Viertes Erenpel 
Es ſey die allgemeine Gleichung 


a — bar cx⸗ — r Eex4 — fx⸗ tu=o 
gegeben. Hier iſt bxt S oda, 
und folglih | , ” 

£ ER da2 ters — ash 
| | | — u 
; “ ” \ 
f2 _ 62x? eo 2cdx3 + (d2 + 20e) xæ — ꝛc. 
— ba | 
— EE 
43 


‘ “ ” 
\ O 2 = f4 = 
. y . 1 1} 


a1z 1 Don den Öleichungen. 


" niſche Formel 


J 


—J— 
Mer r 


. 4 = 7 
5 ꝛe. 
Alſo 
am 
m 


anite amtaa mise | amtaf 
Tmlcs — Ders I Data "bis 1) 
+ 2 y3)ant2c2.; (m + Jamt32cd 
‚bat4 bn4s 
u 4 (m + 5)ant4(a2 } 2ce). 
, j Zr bnts J 
m ‚(mFts5)(mH, Jamt3g3 mt6 mtz)amt42cd 
— Se) 
—— (m + 7I)(m + 6)(m + 5) — 
72.3.4 Ä ‚bnt8 
+ ꝛc. on ' 
Wenn mix 1 iſt, ſo hat man die Bekannte Newtonia⸗ 


— ꝛxc.) 


— ꝛc.) 


a a2e -a3d a4fe 
2a3c2 Sa4cd., 3as(d2 %.2ce) 
on Sa4c? orascd , _ l 
we T "7 — * ꝛc. 


> 142504 sc — 
v — b9 + %Ce ” . 
t: ;xc. nn a 
14 , kann 


Bm wollen wir die allgemeine Gleichung 
s—ıiıTgxı = © 
detrach⸗ 





\ 


! 
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detradten, mo ex irgend eine Funktion' von x bedeupet. 
Vergleicht man dieſe Gleichung mit a— bx + bxi co 
n 


Nr. 10. oder mit — — 'xt35 = 0: fo hat man“ = * | 


| und = = =. Bedeutet demnach p eine Wurzel von der ge⸗ 


gebenen Gleichung, ſo iſt aus der Formel (F) der angefuͤhr⸗ 
ten Nummer | 
u d.zn-1(9x)2 
m - nn 
SE are 
. d2,.xn-1(9x)3 ) 
| * * ꝛe.) 


wenn man nach der Differenziation = fegt - 


- 


Da aus mım-I = * = if, ſo laͤßt ſich die vorher⸗ | 
gehende gormel auch auf * Art ausbruden: 
| . d. 
—(p x)2 











pm = um 4 d.xm 
ner dx 





2.3dx2 


Hieraus fließt auf eine leichte Art, daß eine jede Funktion 
vonp, 5 B. v durch folgende Reihe ausgedruckt wird ' 


ia.‘ — x)2 . 


rn ‚dx J 
| =) r-—0x} ._ | 
— a⸗ FR | 

T " .2.3dx2 Ti 


93 wofern 





a4 1 Bon ben Gleichungen. 


wofern man, wie gefagt, nach der Differemiation. 4 für x 
ſetzt. Auf dieſe Art gelangt man zu folgendem, wegen ſei⸗ 
ner Simplicität und Allgemeinheit merkwuͤrdigen Lchrfage. 


I 15 Lehrſatz. 
Es ſey die Gleichung | 
“s— ıre x =0....&W- 


gegeben, und Ex bedeute darin irgend eine Zunftion von x. - 
Ferner ſey p eine von den Wurzeln diefer Gleichung, und 
dabey werde nach dem Werthe jeder Aunftion von p, a 
B. Yp gefragt. Bezeichnet man der Kürze wegen bie 


! 





Bröße * durch Y’x, fo hat man allgemein | | Bu 
4 d.(ox)2Y'x „ d2.(ox)sYx 
— KL 220 ZZ ul Sven 


ds. x .....—— 
— P r...... . () 


wo man ſtatt x nach der Differenziation ſetzen muß. 


16. 
Wenn man x=ay ſetzt, fo daß die Gleichung (H) in 
folgende 1 — y} 22 =o0 übergeht, und q den Werth 


von y bedeutet: fo erhält man den Ausdrud für die Funk⸗ 
tion q, wenn man in der Kormel CT) q anftatt p, y anftatt, 


x und ser anftatt ex feßs, und nach der Differenziation 
y= ı annimmt, | 
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Biapgsr= If in ng 
x _ 1% d.May)2y'y 
+2) — Yy Tr T . Zu2dy 
„3: — —E nn | 
2. 3u3dy2 ' 2.3. in ’ N 


+ ꝛc. oe. 5 „.? . LK)-. 


wo nach der Dina yz=L genommen werden muß. 


Arm on u r 
Da alfo yy= er vdy ift, fo befommt man den Bert 


von Ne) wo x eine Vutzei der oleichuns m Ri,“ wenn 


man den Bruch 
— Vy 
dia — R 








nach den Poteſtaͤten von z entwidelt, wodurch man 


Yy Yy „eunvy —— wer er; —— x 


2 


a in d2 
‚befommt, dann — = in cay, z in 5 in 5 rer 23 in 


. ds. 
Bewer, vermandelt, und, nachdem man ‘alle angezeigten . 


Diferengiationen vorgenommen bat, y== I annimmt. 
Man Bann ader die Reihe, melde den Werth von 


u audruch,/ nach jedem beliebigen Buchſtaben ordnen, 
denn es iſt dazu weiter nichts erſorderlich, als die „reden 


uk 


welche aus Der ermideluns des Bruchs — * —* 


D4 - ent⸗ 
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| entfpringt, nach eben dem Buchfiaben zu ordnen. Folgende 
Erempel werden dieſes jeigen. 


| 18. Sünftes Exempel 
Nimmt man wieder die allgemeine Gleichung 
o=a—bxtcx2 — dat Fexs — fıs Fe 
zur Hand, und ˖ vergleichet Diefelbe mit- der Sieichung (H), 
fo Hat man nach. der Divifion durch b 


a cx2 —dx3 exa — fzs. 4 ꝛe. 
= _—, 9x 28 ö— — — 


b 
u. Fofglic) if 
" @(ay) . ony2 dasyB  eadyh san Tr x 
. 7 ww b3 . b3 
und dee Bruch 
T- rn 
12322 
. in u: an 
ir EEE 1.’ 
‘: cay? daıy3 ea? nr . 
7 b3 — + 


| Verwanden man dieſen Bruch i in eine ee, und fest man 
dadey. voraus, ‚daß die Reihe nah dem Buchſtaden b geord« 


net fey, fo schellet, da y und _ allenthalben dieſelbe An⸗ 


b 
dahl von Dimenfionen Haben, daß die Bon dar Reihe fols 
as ſeyn wird | 
2 Py2 Qy3  Rys ms g 
177 = „a ie Ay er I 


. Mulkiplichet man  enin überd'Ereny, und vergleicht. dar⸗ 


Bu die olleder⸗ ſo findet man 


Ps 


\ 


w 
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P m zez: 
Q = a2d | 
Rosader Facp Ä tn 


S = a3fz Fa2dzP FaezQ 
Ta aſga } a3czP + a2dzQ TacıR 
| 1. 
Entwickelt man nun dieſe Werthe und ordnet dabey Diefelben 
nach z, fo erfennt man feicht, daß fie ſich auf folgende Art 
ausdrucken laſſen 
P=An.- En 
.QmBz 0 | 
R = Cz + C'ı# 
' S=bDz:}F ‚P'z2 
Takt Ei? + E23, 


5 


t 


Kr 
und findet dabep | 
Ama: W 
B =.32d u B _ 


aa, lm aca ' 
D aaf, Do a2dA * acB 
EB = asg, BS aleA + a2dB aec EB = ach 
. . x 
ui wid 
Iy BB. un 
- tr; — _ 2 any 
21 — En,” BE 

ste D+Df 
+ "yayy -— Eur J 
— E | ie. 
—— re 








Verwandelt man demnach in fdy, zinn- re. (Num⸗ 


mer 17.), fo bekommi — * a | 
5. | v 


—⸗ 


1. Von den Gleichungen. 


218 
= 
* —8⁊ 
—* | | 
en I 


* —* ‚17 be - 2dy 

El d2.ySy'y 
u ' b6 —— | 
nn x. Zu 
wo man nur nad) der —RR 127 zu 1 nehmen hat. 





Da die sefcienien A,B, C, ꝛc. den Buchſtaben b nicht 
in ſich ſchließen, fo iſt Mar, daß dieſe Reihe nad den nes 


‚gatioen Poteftäten von b geordnet if | 
Sept man yy = » wodurch dr = npa-z wied, 
bekommt man‘ | — 
pınyın ' u - 
wa - 
mA 
mB 
— b3 , 
mc: —E— 
u b4 - 





+ 
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\ . lm ren 
‚md +" ( 10), I 
— 2 Kun 
— bs “ 
. ser — nat dern, —* 
—* 
——— er . . -_ an 
ot man w= = ly, ſo ved = = und. E at, 
bx on nn 
J—-—=ı un . - 
a . “ 
E77 uv.h 
A ® 3 2 . 
+ um ⸗ 
5% "N 
| ** bh, 
‘ 23 u - ° 
. c rc J sr no 
ee nr 
"D+YgD ln —7 
f —ñ— 
Er Er 32 re | 
* be ” 
— xx. 
ir “ L 
- v 19. N 


Die gefundenen Reihen find nad den Doteftäten di von b 
geordnet; wollte man fie nach dem Buchftaben a ordnen, 


fo dürfte man nur auf eben diefe Art die Reihe ordnen, weis 


che. aus dieſem Bruce ſich ergiebt 


I. j 
⸗ cay2 da2y3 ea3y4 ° 
| I 2 5 zZ b3 — a * ⁊c. 
No 
/ Da - 


— 


81 


und man bat daher | 
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Da nun darin jede Poteſtaͤt van a durch eine gleiche Poteſtaͤt 


von Z multiplicet iſt, ſo faͤlſt in die aiugen dab die Korn 


b 
dieſer Keile 
Ä 3 454 
+2} ur u, sur“ +“ 
feyn wird, und yaben ergeht ſich 
czy ' 
— — — ih ’ 
R b; m ’ 
0 pf*? * 
— 42 
R=0Qy re | 
_ er _ =. 2 fiy 
Rz r PR u Te 
ꝛc. 


eimat man nun dieſe Werthe F de Dimenfionen 
* fo laſſen ſio dieſelben er folgende ir ausdrucken 


2.3 


. 2y | . 
pP=ı7 oo. | 
, b 1 x7 1 
zZ x - 


| ned er Ze} 21727 


y m 27 U GE Sy?) =). " 
re or + Dre 


.%. 


BB’ em 
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Be: — 
oo ur 


r ce=-dateb 
v= eA—dBtec 


ic 
v u — — =e PB’ , - j ug 
v=-ähgee _ ’ 
| 2% . | 
Du cc | 
[9 - f 
Folglich befommt man w E 
VE _Yy, Ay2 


7 mt a 
20 — Bu b⸗ I 


. ‚By3 B’zy4 : 
2— 
* ee T ba — by _ 


BEE 
ter AAN 








bs 7 95° 
ka — * — Pl *— — 2 
te 
Auf diefe Art wird Die algemeine Br u 7 
en W 
‚1 —** 
Bay a Bd. a.rayy. 
teG UT gay 
L 7 
— 


2.3dy2 ' 
.. Tas 


— 


ady.. 


I. 
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— 


J 1 — -— -IyP gz — x. 
es fen der Kürze wegen «P- u zu, f hat mar 
den Brub J 


1 — 


1— — acc — du(sy)3lL — ꝛc. 


Entwickelt man denſelben nach den Voteſaten von ey, fo 
befommtman dadurch 


1 Play) Qlay)2a } R(ay)31 * Saar T% 


amd. dabey 
P == Bu \ 0 
. Q.= Reu $yu 
R == Qsu } Pyu.F $u 
5 mut 
. x. 
Bei mar vom neuen dire Ben na dm Heigl 
tan von u, fo erhaͤlt man | 
P = Au 2 | er 
.Q@ = Bu,f Bu? j 1 
R= Cut Cu2 Fuss 
$S=Dur D’u2. f D”u3_ $ Ds. \ 
T= = Eu * Bü. + Erus * Bud * Er — 
ꝛc. 
‚wenn bie Goeficenten A, B, & ꝛ. auf die u beſimmt 
werden, daß 
4 = 4 | J R 
se 7a 7 7 SE 
‘=’, —— m 


' N 


> 


f 


” ’ 


[3 ö r 


5. Neue Methode d. Aufl. algebr. Gleichungen. 225 


De, 


=6 


Demt»Brec, Di AB} ecı 
pn” 2 BC” 
Em =ıAF2Br>CTAD, RMS pa 


ze t ie 1 1 0 27 TE 


2C. 


if. Sept man demnach wieder an die Stelle von u den 


Werth deſſelben, fo wird 


Vy 


7 Baptq=-typzafiy 4 Bieäp-22yap.1 u 
T Capt2g-1yptzayiy + Cuapta-agyartagy 3. 


Pꝛe. 


+ CASP- 322y3PJYYy | on \ =. 


| Verwandelt man dieſes Reſultat nach den Vorſchiften der 
‚ ayten Nummer, fo befommt man ben Werth von +2) 


"durch folgende Reihe ausgedruckt, mo man aber nicht ver⸗ 
geſſen muß, nach Vollbringung aller angezelgtxn. Differen⸗ 
ziationen 7 * 1 zu ſetzen. | Bun 


= 


N 


u — 
* Aer⸗ ryrvy⸗ 2 
+ Baptg-zyptay/yt Bi 2P-2 ir * 


| ap 
* Carpansayptaay 4 * ‚apta=2 — 
— d2.y3Pı'y 
H3p- er re 
_F C'a3p-3 2. 3dya” 


* Dabtsg-ayptaayy + Die2pt2g-2 m. 


d.yarfady'y r Daiptg-3, daysptayy — 
2dy 2.3dy8 ; 
BET TOREPe .D 2.0 

. a ‚ a . ” 
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apt3qggy 
+ Eartau“typlanyy + Elwar!: 349-2 —— 


d2,y3pt2g 7 
+ E’a3pt24-3 . —— 7° - av 


| 2.3dy2 
+ Be antaa IIVT 
| | 2.3.4473 
u + 1 2 
Setzt man warn, wodurch Yy = mym-2. wird, fo bes 
kommt man | 
xm 
— *— 1 ⸗ 
gun 
| mAer-2 ’ 
| mm Fop—D...- 
B pta-1 mim TE T B/u2P s 
+ mB « + z 
+ mCart2ı-ı > men tt N okapsg:a 
7 EEE . 


‘+ mEapt4ı-t * 


„ mm + 3p — 1m #3 — Dougap-s 


BEE 
. — t2pf29— I), _ 
7 mDert3 g- $ u 


4 m(mt3ptg—ı)(mt3p t4— N)" — 
2.3. 


„mlmtap- —I)(m +4p-2) —ES —XR 
Ber \ 


‚ m(m Tr * * 3q Der äpt3q-2 


. 


—EE utaptag- Yarasmarı 
213 


l- 


I. 
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Cart ap+g-1Kmta 19-2 Xmtaptg- 2 
2.3.4 
4 m(m+5p-1)(m+5p+2Y.m+5p-3\: m}+Sp-4) 
vol Br3.4. 5 | 
Pie | | a, 
und fegt man ya =jy, io bekommt man, Beil yo ie 


Sn 


“= Aus — I 


7 Bupza-i 4 Be Yuan 4 


} ti 4 


sm — 


‚arte | 


+ Cabiaa-t. t N ozaptäsz on. 


E (3P — Düp- E 


2.3 
—E 


—8 


*. Darisi-i + —R 


ee X seta 


„(a — r)(dp — Yu — sum, 45= 4 | 


| 2.3.4 
—X lan, war 


— ——— 
2.3 
4 Capta—iY4ptg—2) aptd— 3). 
2.3.4 
2 SZ 1)(SP—2ILSP—3)C5B— Mens r 
2.3: 4 er 


art -3 


+ % 


E aapja- > 


⸗ 
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j 


Siebentes Erempel, 


gan m man die Gleichung | 
ovmus— x Fat yaptı * —RXR * expt3q * ꝛc. 
ſo koͤnnte man dieſelbe auf das vorhergehende Erempel zu⸗ 
ruͤck führen, indem man x Sit fegte, Dadurch wird 
nemlich 
BB etez et 
—4— treten! gie! parte 
und man hat daher bloß nöthig in den vorhergehenden For⸗ 


meln t fuͤr 3, | 2 fürp, 2 für q u. ſ. 9. zu fegen, um fie 
auf den. angeführten Sal anwenden zu konnen. 





Setzt man der geößern Einfachheit wegen «= er, fo 
bekommt man, wenn man xF an.die Stelle von t ſetzt, und 
dieſelben Werthe der Eoefficienten dr B, B’ beybehält 


wo = u 


:p 
4 Aeretyt vᷣ 
pr 1. Ey 
‚Yy Berity r Yiy t Bear, u 
Ady 
ptag seta 
| | tree] t Ey t c en Zr 
a u 3p 
| 'd2.y!yy 
“u 3p-3r, — 
rc * 5* | 
m dy_ "v7 


J Petr x Erg d 
2 7 D⸗ 


% 
u ‚ 
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| D’ap4q-3r 7 97 
+ | € + | r 2.3dy2 Mm { 
. Mi BL, Su EEE 4D , “ x 
we a3.yFyy 
iu 4 „ar, — — ! 
Ip * 2. 3 | 
+ ꝛrce. 
wo nad ber Differenziation = 1 genemmen werden of. | 
‚m 
Sept man y= y Ir fo Hat man 1) = = und 
Finder demnach | zu 1 


x 
[3 
t. x r 
Fr m 
t eur " 
“ + Bagte + SC E RER 


[4 


4 Pogstar „elmtaprgon),, —R* 


ars. 
mm t 3Pp— rm + 3p—ar) kanoar - 
Limes 7 23 Eiger © 


+ Boys nette, 2ptag=ar 


| r _ 
+ m (mtapig r) (mi3pfg—ar), —X 3p4g= Sr 
2c3533 
— 4 Beten mf4p-3r),, —XX 
Tr 
GSetzt mat Jy =ly, won x) — 5. mt IE wird 
ſo betommt man, wenn man dur e dividit 
| Zu N 3 oo 


m 


oo. , \ z u 
430 1. Von den leichunen. J N. 
= = vn j 
riet — 


I_ epTq 
t en ne — fg ar 


GP— DGp.— Rn 

} —* ——— 
FIRE TTE 2er) | 
| = — —RB 
04 ‚Era ade — 39, —8 

23. ar⸗ 

| 7 Mn. W 
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x Die gtormeln. wide wir hey den beyden Ketten Erem⸗ 
pan gefunden haben, verdienen ſehr gemerft zu werden, 
heilt wegen ihrer Allgemeinheit, theils wegen ihres Ge⸗ 
brauchs bey der Erfindung aller Wurzeln der Gleichungen, 
welcht der Gegenſtand des folgenden . ſeyn wid, .* 


Vorher aber müffen wir noch eine Bemerkung maden, 

welde die Coefficienten A, B, B', zc. betrift. Ste beſteht 
darin, daß, dieſe Coefficienten ganz und gar nicht von der 
Sroͤße ⸗ abhaͤngen, ſondern hloß von den Größen B, 9, 8,26 

ſo daß die gefundenen Reihen in Rüdficht auf den Buchſta⸗ 

“ben « aflegeit. fchon von felbft geordnet find, die Funktion 


von welche ſie ansdeuden, mag feyn welche ſe wi, : 


— | . r u Hat 





/ 


5 Nel Methode d. Aufl. algebr. Gleichungen. 231. 


- Hat man überdies diefe Coeffi cienten einmal gefunden; 


ſo dienen ſie fuͤr alle moͤgliche Funktionen von =, sun? da | 


das Geſetz, nad welchem ſie ſich richten, ſehr einfach ik, fd 
iſt es leicht ſie ſo weit zu berechnen als man ivgend oil, 
Man findet 3. B. 


A=B Be 
BeyPB=ß \ 
=>, C'=2B$y, = n 
Dss D=2Bfy?, DV 382, "De u ge 
EM, Ei=28:t23%, —— Era 
LK. - % , ꝛc. ꝛc. 
Eu ss | 2* 
ꝛc. 
6, 3 22 F . x .- { “ I 


Methode vermittelſt ber Reihen alle Wurzelu einer 


jeden Gleichung zu findet : 


v I... 


23 E | u 


Wir haben im. vorhergehenden §. geſehen, wie man 


vermittelſt der Reihen den Ausdruck für cine vom den Wur⸗ 
zeln einer jeden Gleichung finden · kann, jet wollen wit die 
Mittel kennen lernen, alle Wurzeln, welche einn: Gleichung 


. haben kann, zu Hader, Zu diefem Endzwecke ‚müffen wir 


einige allgemeine Anmerkungen über Die verſchiedenen Wurs: 


zeln einer Gleichung und uͤber die Art dieſe Wurgeln von 
einander zu unterſcheiden, vorausſchicken. 


Wir wollen die allgemeine Gleicung ana: 
“ oma—bxtex — de tea. 5 


betrachten, welches eing Gleichung vom mien Stade ſeyt | 


5 Da - ‚ mag, 


N, 


y; ‘ 


ik 


— 


Pr} 


\ 
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mag, Die alle ihre Glieder bat, fo daß feiner von der 
Eoefficienten a, b, c, ıc.-=o if. Geſetzt man hätte den 
Ausdruck für jede Wurzel biefer Gleichung gefunden, ſo iſt 
Par, daß dieſe Ausdruͤcke, deren es m giebt, Funktionen 
von.a, b, c, ꝛc. ſeyn werden; aber es fraͤgt fich, wie man, 
dieſe verſchiedenen ſunltionen von R einander unterſcheiden 
Tonne? 


. Hier bemerke ich nuvdrdert, bob die Gleihung, tern 
man a ſetzt, in folgende übergeht, J 
os — bx'gcx2 — dxs ges — x, 
welche ſich in dieſe bepden zerfaͤlen laͤßt 
o x 
o=—byer— de tes. Ä 
e⸗ macht alſo die Annahme a = 0, daß eine von den Wur⸗ 
zeln verſchwindet, und e8 muß folglich unter den Funktionen, 
welche die Wurzeln der obigen. Gleichung ausdrucken, eine 
geben, die verſchwindet wenn man a==o ſetzt. Auch if 
klar, dab es nicht mehr als eine Funktion darunter geben 
ann, welche diefe Eigenſchaft bat, meil das Verſchwinden 
| von a nur eine einzige Wurzel auf Null bringt. 


Behaͤlt man bie Boransfegung, daß a == 0 fey, und 
abſtrahirt dabey von der bereits gefundenen Wurzel x = o, 
fo werden die übrigen Wurzeln durch die Gleichung beſtimmt 

J om — b Hox — dı2 p ex2 — ıc 
Setzt man nun auch b == a, fo gerfällt dieſe Gleichung von 
neuem in folgende zwey 
om=x Ä 
Pme— htm on 


. Es macht alſo dieſe Annahme, daß wieder eine neue Wurzel 


verſchwindet, und es muß alſo auch unter den Funktionen, 
welche 


a . . d „ic. 
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welche die Wurzeln der obigen Gleichung ausdrucken, eine 
geben, die verſchwindet, wenn man a=o und b=ofegt, 


'  Sohlieht man auf biefe Kt welter, fo fieht man, daß 
es unter den Funktionen, wovon hier die Rede ift; eine ges 
Sen muß, die perfchwindet, wenn man a=o,bzuo, emo 
fegt, To wie auch eine, welche verſchwindet, wehn mon 
= bs dom BE 

a 24 er 
Da es gleich if, wie man die Blieder einer Gleichung 
ordnet, ſo wollen wir die Gleichungen in der Folge allezeit 
auf die Art geordnet annehmen, daß die Exponenten der un⸗ 
bekannten Groͤße eine ſteigende arithmetiſche Progreſſion 
dilden. Auf dieſe Art iſt das erſte Glied der Gleichung das⸗ 


lenige, worin ſich die unbekannte Größe nicht, findet, das 


zweyte das, welches die unbefannte Größe in einer Dimens 
fion enthält u. ff. Dies vorausgefegt, wollen wir allges 

mein unter.der erften Wurzel einer Gleichung diejenige vers: 
ſtehen, welche Null wird, wenn man das erſte Glied der Gleis 
chung So sıimmt; ufter der zweyten Wurzel diejenige, 

. . welche Rull wird „ wenn man die beyden erfien Glieder der 

Gleichung zugleich == o feyn laͤßt; unter der dritten Wurzel 
diejenige, welche verſchwindet, wenn die drey erſten Glieder 

der Gleichung zugielch = = oO werden uff 


Auf diefe Art kann man die verſchiedenen Wurzeln einer 


jeden Gleichung allemal von einander unterſcheiden, und 


auch, wenn man mehrere Ausdruͤcke fuͤr die Wurzeln einer 
und derſelben Gleichung hat, beurtheilen, ob fie eine und dies 
ſelbe oder ob fie verſchiedene Wurzeln darſtellen. 


BE 24. Wir 


ET  } Don den Sting u 
nt 25. 


⸗ 


wir haben fo eben "gefeben, daß die Annahme von a=o 
und bz=a ziwen Wurzeln der gegebenen Gleichung verſchwin⸗ 
dend macht, und diefe Wurzeln find hierdurch von allen uͤbri⸗ 


gen hinlänglie unterſchieden. Laͤtt man daher ſogleich b==@ 


ſeyn, ſo iſg klar, daß die Annahme a S0zwey Wurzeln zu 
gleicher Zeit in Null verigandelt, Die Art und Weiſe, dieſt 
Wurzein in dieſem Falle von einander zu unterſcheiden, iſt 
folgende. Setzt man b= 0,10 verwandelt fi ſich die gege⸗ 
bene Gleichung in. u 
u Ssmartcı — dx dee 

Anſtatt a= =o zu fegen, nehme man es unendlich klein an, 
wo denn einlcuchtend iſt, daß die beyden gedachten Wurzeln 


J ebenfalis nnendlich klein ſeyn werden, weil ſie ſonſt nicht ver⸗ 


ſchwinden koͤnnten, wenn a So würde. Nimmt man alſo 
x unendfid flein an, und Taßt die Glieder weg, welche man.. 
bey diefer Annahme weglaſſen muß, fo verwandelt A die 
porhergehende Gleichung in 

afer= -Q 


und ver Gleichung gieht die beyden Durzeln * Y _—_ 


and — — * Auf dieſe Art hat man ein neues genn⸗ | 


zeichen die beuden erſten Wurzeln der gegebenen Gleichung 
ſowohl unter ſich als auch von allen übrigen au unterfcheis 
. den. &s.müflen folglich die Funktionen, welche diefe beyden 

Wurzeln vorſtellen, von der Art ſeyn, daß fie die Wurzeln 
der Gleichung a + cx2 = 6 werden, ern Man b=o u 
a unendlich klein annimmt. | 


“ Auf ahnliche Art beweiſet man, daß bie Funktionen, 
welche die drey ertten Wurzeln ausdrucken, von der Art 
ſeyn 


= 


\ 


N 


— 


a 
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ſeyn muͤſen daß fie die Wurzeln der Gleichung = — Axt 
== o erden, wenn man b = 6: e==o und a unendlich 
klein nimmt. 


Da ferner die zweyte und dritte Wurzel Null werden. 


wenn mnb=owmdc=o "annimmt, nachdem man ſchon 


a 0 geſetzt Bat, fo iſt klar, daß die Annahme von b=a 
nach der Annahine von c = o diefe beyden Wurzeln zu gleis 


- 


ber Zeit in Null verwandelt. Getzt man daher b unendlich 
klein, fo muͤſſen auch dieſe henden Wurzeln tmendfich Fein 


werden, Nimmt man gber in der Gleichung 
o=s—brex-dx2texi — & 


aus welcher man bereits die erfte Wurzel Dusch die Annahme 


a=o abgefondert bat, c=aıd b und x mei Fein 
an, fo verwandelt fich dieſeibe in 
— b — dx? = O9: . 


und es müffen folglich die Zunftionen, welche. die zweyte 
und dritte Wurzel ausdrucken, fo befchaffen ſeyn, daß fie die 
Wurzeln der Gleihung — b — dx2 =o werden, wenn 
man darin a= 9, c=o ünd b’unendlid klein annimmt, 


‚ Diefer Umftand Farm gebvauch® werden um dieſe Wurzeln zu 
erkennen und ven allen uͤbrigen zu unterſcheiden. 


Setzt man SO, d== op Und b unendlich klein, (vor⸗ 
ausgeſetzt, daß a = o bleibe) ſo findet man, daf die Funke 
tionen, welche die zweyte, dritte und vierte Wurzel aus⸗ 
drucken, Wurzeln der Gleichung 

 -hrestima 
ſeyn muͤſſen, u. f f. Kerner erfermt man auf ähnliche Het, 


"daß die dritte und vierte Wurzel der gegebenen Gleichung 


durch ſolche Funktionen ausgedruckt ſeyn mäßen, daß fie die 
Wurzeln ber Gleichung 
cerexımo . 


werden, 





— — 
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werden, wenn man erſt ı=o, bzo dan de *0 und ⸗ 
unendlich klein annimmt, uff 


Diefe Methode die Wurzeln einer leichung von einan⸗ 
der zu unterſcheiden iſt viel. allgemeiner als Die der 23ſten 
ANr., welche in vielen Fällen nicht gebraucht werden kann, 
insbefondere, wenn in. dee Gleichung ein Zwiſchenglied fehlt, 
weil qalſsdann das Verſchwinden eines einzigen Buchſtabens 
mehrere Wurzeln auf. einmal in Null veemandeh, wie wir 
L eben geſehen haben. 


„Nach dieſen Anmerkungen uͤber die Art, die verſchiede⸗ 
nen Wurzein einer Gleichung von einander zu unterſcheiden, 
‚wollen wir die Wege kennen zu⸗lernen ſuchen, dieſe Wurzeln 

felbſt zu finden. Um alles deſto verſtaͤndlicher zu machen, 
wollen toir diefelben fogleih bey den Gleichungen einſchla⸗ 
gen, wen pie in dem vorhergehenden s betrachtet haben. 


Br 8. | — 
Erſte Aufgabe. 
Die beyden Wurꝛein der eng | 
a bx.tox? = Q° 

zu finden. | | I 
WWG Erſte Aufloͤſung. 

Are. haben wir gefeben, daß der eine von den Wer⸗ 
then von.x durch folgende Reihe ausgedruckt wird 

a a2c an 

Ehe man den andern Werth. — iR es ats zu twifs 
fen, was für eine Wurzel durch Diefe Reihe ausgedruckt 


werde, Zu‘ dem Ende ſetze ih nach der Meihode der 23ſten 
! . . RE 


Y 
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* 


* und =", fo- Bat man nach den angeführten Ren. . 


\ 


Mr.a=o, und da diefe Vorausſetzung .alle Glieder jener 


Reihe in Null verwandelt, fo ſchließe ich daraus, daß diefa 


Meihe die erfte Wurzel der gegebenen Gleichung ausdruckt. 
@s ift alfo die zweyte Wurzel au finden uͤbrig. 


Um dieſelbe zu erhalten gebe ich der oigen igung 
die gorm 


| . | 
b- osx -e6 un 
x 


welche man auf die Gleichung der sıten Ne. zuruͤck führen. 
kann, wenn man darin nee — ı ſetzt, ainb, bincund « 


c in — a verwandelt. Auf diefe Art erhält man aus ber 


Sormel derfelden Nummer, wenn mon mSsınlmm, . - 


b a .' a2e 48302 5.632403 PR 
ei b .b3 bs - 2,35b? u 


| Setzt man nun bier zundrderft a SO, fo verſchwindet Diefe 


Reihe biß. auf ihr erſtes Glied 2, und diefed verſchwindet 


ebenfalls,. wenn man b = o nimmt. Es druckt Daher dieſe 
. Reihe nothwendiger Weife die zweyte Wurzel der gegebenen. 
- Gleichung aus, und diefes ſtimmt aufs vollfommenfte mit 


dem überein; was wit oben Nr. 8. durch: die Auflöfung der 
Slelchung ſelbſt gefunden haben. 


Neſnnt man daher die eente und zweyte 1e Wine dee, 
Sleihung 


i—biteıme 


Y am. mamıic " mem + 3)amtic2 


x’ 2 — — 
| bu ° bmt2 .  abet# 
m(m # 4)(m F 5)ant303 
? 2.3bnts, 0. 


1 
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un mbn- 2a. + mim — Dbn-ea? 
I gm en-I em-2 
_Pim- m bm-3e3 
2)n 5) 4 x. 
| 2. Zem *3 


und will man die Logarithmen von x und gu haben, ſo ik 


4 





| ji. za2c3 4.532303 ‚5.6.7240 
te te t 2.3.4649 
t | . r %. ” Zn * | 
' "par = 1 ae Zutct 4.5a303 5.6.7244 
“ ’ b2 2b4 3 .3b6 2. 3. 468 


J | eh 
Zweyte Auflbſung 


GSetzt manxi=t, fo wird x = Yt, und die gegebene 


Steigung dadurch in folgende verwandelt ® 
| arct— bYt=o 
| welche man wieder mit der Nr. re. vergleichen kann, wenn 
man b in ⸗ * in—b,x in t und ninz vertvandelt, _ 


Getzt man demnach der Kürze wegen ra = 2, ſohat 


E won | 
u Fr eꝛn — mit) 2 ach 2m ai —* 
2m(2m — 1)(2m + 1) umasfd1g 
much 
fi am (am. — —— * 2) —R _ 
J 2 
J 2 äm(ei-3).am—TYamtr)(emt3) gain}? 63 — 
8 2. 3» 4.5 . 
di 
Da nun sy iſt, fo bet mon. nur noͤthis at is 
ſetzen, mm - 
| Ä ET 


* 
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ee ge Du 
—— — 6 
— —— —— — [U — ꝛt. 
wen ) 


er finden. Weil aber eg = V' v2 iR, fo fällt in Die Augen, 


daß der Werth von e eben —8 boſi tiv als negativ genom⸗ 
men werden kann, und braucht man demnach dieſen doppelten 
Werth, ſo bekommt man für x folgende doppelte Reihe 





b, 20 . 3 „4 1.1.3.3.5 
e.. er „a3nd atarer 2.3:4.5.6% 


“KV DE en 


An 
Setzt man b=6,fo erhaͤlt man Ra dieſer bevben 
Reihen = = vr toelches ein Kennzeicjen if, daß fie die 


erſte und zwehte Wurzel unſerer Gleichung wirklich darſtel⸗ 
len. Hiervon kann man ſich auch duf die Art leicht uͤberzeu⸗ 
gen, daß man die Wurzelgroͤße F (bi — 4ac), melde in 
dem Ausdrucke für x (Mr. 8.) befindlich ift, in eine Reihe: 
berwandeit, und dabey — 4ac als daß erfte und b2 als das 
zweyte Glied des Binomiums betrachtet, . 


Setzt man daher eV = ſo Hat. man. ale 


mein in der Gleichung 
ad — bx + in *0 
folgenden doppelten Werth für zu: 


za ma. b2 mim 4 4 


2 "4a. 2.3.4 : 244202 ' 
m2(ms — 4602 — ı6) be 


Pre +30) 


2.3.4:5.6 > - . 
| u — me 


246 5 Von den Gfeihungem, 


u met mr, „Wenn 


2.3  qac 2.3:4.5 
n b# . (m’—1)(m’—9)(m'—25) = —— — x). 
24a2c2 2.3:.4:5:6.7 © | 


Und für den eooariihmen von x bekommt man 
11 b2 „ 1.1.3.3 __b# 
kak- eK T 2.3 20 T 2.3.4.5" 4.5" ddascn, 


1. 1. 3. 3. 5. 5 be 
t te 





Anmerfung. J 


| Die Reihen, welche wir bey der erften Aufiöfung gefun⸗ 
den haben, beſitzen den Vorzug, daß ſie keine andere als ra⸗ 
tionale Groͤßen enthalten, dahingegen diejenigen, welche die 


. weyte Aufldſuns gegeben hat, die irrationale Sroͤbe Y’ — — 


J in, ſich ſchließen, welche imaginaͤr wird, wenn a und e einers 


ley Zeichen haben, obgleich übrigens die Wurzeln der Gleis 


ung reell ſeyn koͤnnen. Es feinen daher die Reihen der 


erſten „Auflöfung . oorzüglicher zu ſeyn als die der zwenten, 

indeß fi nd. bepde nur alsdann brauchbar, wenn fie convergis 

rende Reiben find. Hiervon wird weiter Din Im sion ge⸗ 
‚ee werden, 


ed, . 0 

Ben anlger Aufmerkſamkeit auf die art, wie wir das 
vorhergehende Problem aufgeldſet haben, erkennt man leicht 
allgemein, daß ſich bey jeder Gleichung ſo viel verſchiedene 
Reiben für die Wurzeln derfelhen finden laſſen, als die Glei⸗ 
bung Kombinationen ihrer Slieder zu zweyen darbietet, und 
daß jede dieſer Reihen eine einfache oder doppelte oder drey⸗ 
fache Reihe u. ſ. w. Jeyn wird, je nachdem er zu einer Com⸗ 
binatlen 


— 
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| Binition gehört, die Erponenten von x in den beyden Glie⸗ 
dern von einander um eins oder um zwey eder um drey u. ſ 
F. unterſchieden find. 

Es iſt nemlich klar, daß man ſo viel Reihen fuͤr den 
Werth von x finden kann, als es Arten giebt, die gegebene 
| Gleichung mit der allgemeinen Formel « — x } 9%x=90 

Re 15.) zu vergleichen. Da man nun für. x jede Funk⸗ 
"tion von x ſetzen kann, fo folgt, dag man au für die bey⸗ 
den erſten Glieder a — x in jener Formel jede zwey Glieder 

der gegebenen Gleichung nach Gefallen zu. nehmen berechtis 
get iſt. Hieraus fließt aber, daß man die Vergleichung auf 
‚fo viel verfchiedene Arten.anftellen Farin, als eg angeht, die 
Glieder der Steigung zu zwey zu comdiniren. | 


28. 
Es feben überhaupt Mx* — Nartr irgend awed Sties . 
der der gegebenen Gleichung, und X bedeute die Summe 


aller übrigen Ölieder, fo daß die gegebene Gleichung fol⸗ 
gende Form bekomme 


MR u: NAT? + x-o, 
Dividirt man dieſe Steigung durch Na, 6 verwan⸗ 
delt ſi ie ſi ſi d in 


/ 
M xx * 
LEN. — = 


und fegt man nunmehr x’ X" =t, fofgtich ur. und 8 da⸗ 
bey T die Sunftion von t bedeuten, worin fi. die Größe x 


verwandelt, wenn man Ve fuͤt x fett, fo befommt'man - 


| M Te ’ | 
, 1 U — — — u L) 
nokta. 
no 2. | Diefe 


24 1. Von den Gleichungen. 
Dieſe Sleichung aber läßt ſich mit der algemeinen gorm 
4 — x. * ex vergleichen, wenn mn J 

** F "B. 
J 257 Un —x = Hm. "N N 
annimmt. Auf dieſe Art erhaͤlt man nach Ar, 15,0 wenn 
man e oder x” an die Stelle von p ſetzt, 





2 


, PR Te. d(Tt 29. 
v. x ** IT N 4 one 
nn _3n — | 

— 77 aa. 2 

Ä | 2.3N3dt2 

wo man u Vollbringung der angezeigten Difereniatie 


nen t* joe muß. 


I— 
. J 
y 


Nimmt man demnach A =t’ und B mit =! 


‚um nemlich Yazı zu erhalten, fo wird 
1— 

5, Te’ ,deft " ) 
ae t — t ıN2dt 

9 Be 1 77 

. d2.(T3e . y ) ; | . 
Ds Ten. 

‚ und dieſes ift der Ausdruck, welchen die Combirration der 
Slidei Max" — Na T der gegebenen Steidung für x 
giebt. 


41 


31, Jetzt 
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⸗ 


* 89 
. Jet iR offendar daß ber tr & gefundene —E J 


nothwendig die Wurjegtoße * * enthalten nuß, weil man 


darin = — füs e zu fegen hat, fo wie man fich auch ißt.d0 


von Aberpeugt, daß derfelbe keine andere Wurzelgröße ents 
Halten kann. Denn da X eine rationale˖ Funktion von x iſt, 


fo iA quch T eine rationale Funktion von F t, und mithin 
auch en ganze Reihe eine rationale Zunktion von Yı ober 

von Y =. - Far . Ä oo “ 
Nun iſt bekannt, daß die Wurzelguöbe v2 — verſchiede⸗ 


ne Werthe hat, welche die Wurzeln der — * | 
M—Nxı’=o 
find, und, wie bekannt, allgemein u. * Bernd 


ol. 36 + Y—- 1.60. Orr 


—8* werden, wenn man darin: für LS 8 und nach 
1,2, 3 u. ſ. w. bis⸗ ſetzt. 





u Getzt man alſo dieſe Größe für V = fo verwandelt ſich 
| die Reihe, welche den Werth von x ausdruct, in Reihen, 
weiche eben ſo viel, verſchiedene Werthe von x geben. 
nn . 30. en —— 

Mun behaupte ich, daß diefe Reihen oder Ausdrücke 
fuͤr x, welche ſich aus der Betrachtung. der Glieder Mx* — 


Nut 1”, der gegebenen: Gleichung ergeben, d. h. welche 


— —— — — 


lich klein, ſo iſt einleuchtend, 4 alle dieſe Poteſtaͤten von x 


244 I Don den Gltichungen. 


man findet, indem man diefe beyden Glieder ale die erſten 
Slieder der aäligememen Form CH) anſieht, nothwendig⸗ 
verſchiedene Wurzeln dieſer Gleichung darſtellen, und na⸗ 
mentlich die zte, die (x t ı)te, die (e ft o)te ⁊c. bis we 
Gr Hiten (Nr.24.). 


Dieſes zu beweiſen hat man nach der Methode der 
asften Nr. nur noͤthig darzuthun, daß Rh der allgemeine 
Ausdruck für »-in der Formel (L), wenn man darin die Coef⸗ 
Ficienten derer Glieder der gegebenen Gleichung, wörin die 
Etponenten von x’ Heiner find al, ſo wie auch die Eoeffis 
eienten derienigen Glieder, die zwifchen Mx’* und Nx ti 
fallen, = = 0 ſetzt, und zugleich M unendlich klein annımnt, 


in * oder die (gemeine Wurzel der Seidun Mo 


Nv-= o verwandeln. 

u . Ä / 
_ Non iſt klar, daß die Groͤße X nach Vertilgung der ſo 
eben gedachten Glieder Feine. andere Poteſtaͤten von x al 
ſolche, Die größer find als x’ 7’, and folglich die Größe T 
Feine andern Dotefäten von t: -alß —2* die ie größer ſind al⸗ 


—A * EEE Wu 
zz aithalten wird; woher denn Den die Sunftionen 
u I — 7— — y 1-26, 3 
m GG!. (Tat g 
Te. v. La I Ia u in.der Bot Kup 


L 


lauter Poteftäten vont enthahten miſſen, die größe ſind a als 
n 1 ..f 


e” » Best man demnach {== M nd: ‘M das haht t unend⸗ 


ie 
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” Ä ı . 


Li 


in Verglethung mit ber erſten t* verſchwinden und alſo 


I un ! 


de autdrie für x in t "ober a ibergipen Bird, Kir | 


M . . ‚s' 1. , . , 
. ” Pi . 2 ⸗ 
2 1 
Zr N ik- \ —W 
rt x r ® vo. . . AR son 10 . 
” J “re sl‘ 4 * 
4 — * d 
’ ⸗ 


HSferaus laͤßt ſich lelcht folgern, daß man; um vermit⸗ 
teiſt unſerer Reihen alle Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
zu ſinden, nur das erſte Glied der Gleichung mif dem letzten 
zu combinteen braucht. Wir nennen aber hier zwey Glieden 
einer ‚gegebenen Gleichung combiniren, diefe. Glieder als die 


beyden erſten Glieder der allgemeinen Form (H) betrachten: | 


und. in eben dieſem Verſtande wollen wir uns Diefer. Redendz - 
art in der Folge bedienen. Nimmt man. das erfte und letzte 


Glied, fo defommt man eine Reihe, welche alle Wurzein 


der gegebenen Gleichung ausdrudt.. Man. tonu aber auch 
das erſte Glied mit irgend einem Mitielgliede und darauf 
diefes mit dem legten oder wieder mit einem Mittelgliede 
verbinden, und fo fortgehen, big man endlich zu dem letzten 
Giiede gelangt. Jede Combination giebt eine einfache oder 
doppelte oder drenfache Reihe u. ſ. w. und druckt dem ge⸗ 
maͤß entweder eine oder zwey oder drey Wurzeln wem 
| aus, je nachdem der Zwiſchenrqum zwiſchen benden genome 
menen Gliedern beſchaffen iſt, ſo daß man, man mag eine 
Combinotibnsart wählen, was fiir eine Man: ik,” ate 
mehr und nie weniger Wurzeln findet, als die Steigung 
„wicklich ‚Haben muß, | 


. a ut ⸗ » + kB. 

‘ er) . - ’ , — 9 ” . 4 ‘ X “ — . +‘ 

; | € 
R FL N 3 u 32. 8 


31. N ur . org 
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246, 1 Von den Gleichungen.2 
an 
u verdient hier angemerkt zu werden, daß. bie Reihen, 
weiße man durch die Eombination itgend zweyer Glieder 
“einer gegebenen Gleichung findet, eben fo viel reelle und eben 
ſo viel imaginäre Werthe haben, als diejenige Sleihung reelle 
und imaginaͤre Wurzeln bat,welche man befommt, wegn man 
Diefe beyden Glieder = o fegt (Mr. 29). Ferner iſt klar, 
daß man nur dann durchaus rationale Reihen findet, wenn 
man zwey Glieder wie diefe Mx* — Nx"*TI combinirt, 
nd dab man alſo, wenn die Gleichung alle Glieder hat, 
lauter rationale Reihen für alle ihre Wurzeln finden Fann, 
. wenn man jedes Glied mit: dem sinmittelbar darauf folgens 
den combinirt. Wenn hingegen in der Gleichung Glieder 
fehlen, z. B. wenn auf M x” unmittelbar — niet fofgt 


ind alfo dazipifhen + —ı Glieder fehlen, fo geben dieſe 
beyden auf einander  fonenden Glieder eine Reihe, walche 


die Warjelgrdhe v2 in ſich ſchließt, und welche folglich 


fo viel verſchiedene Baryel auedruckt, ald man durch die 
Betrachtung aller Zwiſchenglieder gefunden haben’ würde, 
" ivenn von denſelben Feine gefehit hätte, 


a Diefem Falle hat man dennas ſo viel imoginore 
Reihen, als die. Wurjelgeöße * imaginare Werthe hat, 


». L} als es imaginaͤre Wurzeln in der Sloichung U E 


* o giebt. Run weiß man, daß gine Gleichung, in welcher 
Glieder fehlen, nothwendiger Weiſe fo viel imaginaͤre Vur⸗ 
zeln hat, als es deren in der Gleichung geben würde, welche 
man befäme, indem man die Summe der beyden Glieder 
wiſchen welchen die fehlenden liegen müßten, == o fette. 
Folgt 


ge 
. a 


_ 
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Folgt daher auf‘ das Stied:Mx* unmittelbar das Glied 
Nat, fo hat die Gleichung nothwendig eben fo viel 
Imaginaͤre Wurzeln als es deren in der Gleichung Ma — 


—A 
2 


| M 
et =aode No“ 2’ = 0 giebt. 


Wenn man alſo alle auf einander folgende Glieder einer 
Gleichung zu zwey combinirt, ſo findet man nie anders ima⸗ 
inaͤre Ausdruͤcke für die Wurzeln, als wenn die Gleichung 
wirklich imaginaͤre Wurzeln hat. Anders hingegen verhaͤlt 


es ſich, wenn die beyben combinirten Glieder nicht unmit⸗ 


| telbar auf einander folgen, denn in diefem Falle findet man 
‚bfters eine imaginaͤre Reife, ohnerashtet die Wurzeln rel 
find, wie wir ſolches bereits in der Anmerkung am Ende der 
vorhergehenden Aufgabe geſehen haben. 
| 33. “ 
Endlich ergiedt ſich aus dem, Was wir Re. 30. gefagt 
Haben, daß die Reihen, welche wir bey den Erempeln bes 
vorhergehenden $. gefunden: haben; Bloß die erſten Wurzeln 


der gegebenen Gleichung ausdruden, weil alle diefe Reihen 


duch die Sombination der benden erften Glieder gefunden 
worden find. Um die übrigen Wurzeln zu finden müßte man 
das zweyte Glied entweder unmittelbar mit dem letzten oder 
- mit echtem der folgenden und dann dieſes mit dem tetzten 
combiniren, ſo wie tet bereits vorhin bemerkt worden if 
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Zwehte Aufdabe — 


"Mile Wurzeln des Gleichung 

a—-bxıtcenm=o _. 

zu finden , wenn n eine ganze pofitive Zahl bedeiter. 
3 Q 4 Erſte 
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oe, Erfte Auflöfung. | 

Combinirt man zuvoͤrderſt bie beyden erfien Glieder 
Diefer Gleichung, nemlih a — bx, fo findet man für x Dies 
felde Reihe, welche wir bereits oben im zten Exempel Nr, 
11. gefunden haben. Diefee Werth yon x ift demnach die 
erſte Wurzel der vorſtehenden Gleichung (Nr. 33.) und.nennt 
man ihn x‘, ſo iſt uͤberhaupt 


an  Nesası-2 
rn = te & u 1 4 m(m F2n — TD)co2a2» 


J abzu, 
+ mm. 3n — Imt3n— ee 3 t ꝛe) 


. 2.3638 _ 
Pr die übrigen 1 — 1 Wurzein eben dieſer Gleichung zu 
finden, muß man die beyden Glieder — bx cxn combini⸗ 
ren. Zu dem Ende wollen wir (Nr. a8.) die Gleichung erſt 
auf dieſe Form oo 

% Wit. 5b _ zart — art, _ ö 

.. € ce. 


ein ty und dann auf diefe 
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Beinen, indem wir t axne und ei 1 (eh 


Da nun dieſe Gleichung mit der vorhergehenden für x 
einerley Zorm hat, fo fönnen wir eben diefelbe Formel braus 
hen und den Werth für.t daraus- abzuleiten. ea man 
” demnach b für a, c für b, — a fuͤrc, t für x und — * 

fürn, fo bat man überhaupt | | 


16 | mo 


\ nn ‚ - 
* 
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* * “ . “ 
* 2 27 2* r « 
. . 








. ss 
N —— 
2 en + 

“ tn == Zen , Su at * 
re, .. — BO — u y 
Dr .- cin J BT — 
.. z us * wid 

RT. | tu 
u ren t rar | 

— — * X 


F zet—n N ; 
— J 2 Bu m: Bu er 
Da nun =xrr if, fo wollen © wir "arı für m, und der 

un 
nn. . 
Kine wegen —— gg ofen. Dadur bekommt map | 
| Ze male 
ma m(m—n — Ha⸗ 
za mo ——- 
e (n— )be T a(n — 
mild -ın — 2)m — 20 — 
:2.3(n — re | 


FR 


8 


tt 


Da uun.g der (m — mien Wurzel aus — gleich I, ſo hat 


es auge 2 1 verſchiedene Werthe, —* allgemeiner Aus⸗ 
druck — * U—— 2 77. 


ee rm. 2 Eye Ve 


in; wenn inan * un n6= % 2, 3 x. bis n—1 fe: 


Jura 


Subſtituirt man demnad Diefen Yusdend für, ein der 
vorhergehenden Formel, fo bekommt mar n—ı verfhiedene 
Werthe für xm, und dieſes find die Werthe für x" m, xım 
x. (za), wenn x, x x. —8 die zweyte, :die Deitte, ꝛc. 
“and die nie Wurzel der gegebenen Sleichung ungeigen. 


ir Te ’ Auf 


PR 
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den Formeln jenes Erempels ehnchncn um fogleih des 


Ausdruck fuͤr eine jede Funktion von — = zu belommen, wo x 


| nothwendig die erſte Wurzel der —* Steigung vor 
ſtellt, (Rt an i 


u wen Tun“ 


2) um die übtigen Buryeln ; zu Anden nehme man n die 
beyden Glieder — bx F cxu zu den erſten Gliedern an, und 
| beinge alſo die gegebene Gleichung auf die Form 
b- cxu- zart heriimo 
. Dann. fetze man xre2 eg, wodurch die Gleichung die Rorm 
dee ‚angeführten Erempels befommt, oder vergleiche dieſe 
vleichang init der im febenten Eremipel, 1 indem. man Ä 


. "b —ı 
BT N tmam 
€ e, ©. | 


Y 


t 


- .* rer 


\ sSeh-npe-n, gas 


ſetzt. Auf diefe Art finder man foglei den Werth einer 


— 
jeden unttien von zu 100 - = Y are a ı if, Sieht. 
"man demnach dem Buchſtaben edier Werthe, welche ihm 


zukommen, und van ſich insgeſamut durch die Formel 
. In. 


— — E 2% 


. 


Ps ö 

T fin. 3609 — ra “ 
wenn man für A * und nach die gaben 1,2, 31. bier 
fegt, ſo bekommt man r oder.n — ı Sormeln, welche die 
ate, 3te bis nte Wurzel der gegebenen Gleichung ausdrucken. 


Ey „360° 


Endlich. negme man die hevden legten Siieder exn — 


oxꝛss zu den beyden erſten Gliedern an, und d ſcheeide die Glei⸗ 


Hung auf folgende Art, u 
j DR nn exs-n ige bxt+n + ax —20 
| | un | Sr 


a⸗ 


7 ı% 


— — —— — 


⸗ 
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ergleicht man dieſe Gleichuns mit der im zien Etempel, fo 

Hat man. er ER Fe 
c b | a 0 

“ or = = ni Y m ’ 20 on. 


nn: L—-n=p,-g=1. 


und findet dadurch den‘ Ausdruck fir jede ſunkrien wor. 


„ii 
E, wo e ellemaf = W om &r — * Seht monbasin 


Bieroder s—ın verſchiedene Werthe von xe, fo bekommt 


man eben fo viel verſchiedene Ausdruͤcke für die's’— n:legten 


Wurjeln der Steigung. 


Y 


Auf Diele Art befommt man Deep zermen, davon. die 
erfte die erſte Wurzel, die andere Die n — ı folgenden, und 


die dritte die s — n legten Wurzeln in fich faßt; fo DaB man 


nicht bloß alle Wurzeln. der gegebenen Gleichung, fondern - 


auch jede Zunkticn' ‚einer jeden diefer Wurzeln auf dem be⸗ 
beſcriebenen Wese kennen lernt. 


I 


Zweyte Yuflöfung . un .. 


“Bey: der vorhergehenden Auflöfung kombinieren wir | 


jedesmal zwey unmittelbar auf einander folgende &Aeder ; 


die Combination anderer Gliederpaare wird uns daher noch 


andere Yuflöfungen an die Hand geben. P 
Nun fällt in die Augen, daß man nath der Combina⸗ 


tion det beyden erſten Glieder a —bx, wodurch wir vorhin 


die erſte Wurzel fanden, ſogleich das zweyte — bx mit dem 


— letzten — exs zuſammen nehmen kann, um die noch uͤbrigen 


Wurzeln zu befommen. Betrachtet man demnach dieſe bey⸗ 


den Glieder aͤls die erſten, und w foren his Die Gleidurs 


auf diefe Art, 
! ' = b Tr 


— 
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ce "ch + ex ax t.— OxN-S ug 
fo giebt die Vergleichung derſelben mit dem 7ten khemper 


a u C- 
u au yamo imo 


v 
ı rss, pm—o Il, gen—sYiı 


Subpitut Man daher Vi aerthe in demallgemeitten Aus⸗ 


drucke einer jeden Zunftion von — 7 wo e — 1 


iſt, fo bekommt man durch dies — ı Werthevone, s—E 
berſchiedene Ausdruͤcke fuͤr die geſuchten s—ı Wurzeln. 


Combinirt man daher die Formel ı) der vorhergehen⸗ 


den Auflbſung mit der. gegenwaͤrtigen, fo findet man den .. 


Werth einer. jeden Kunftion einer e jeden der s s Böusgein der 
geaebenen Sleichung. | 


Dritte. .Yuflöfüng.. 


Jetzt wollen wir das etſte Glied mit dem GSliedb ex⸗ 
combiniren, oder dieſe behden Glieder als die erſten Glieder 
unſerer allgemeinen Formel betrachten. Vergleicht man die 
Bleichung: bey dieſer Voraueſetung mit dem yten Exempel, 
-Photman 0. 

a WB 
“ = or. nt vz=—{— 20, ꝛc. 
ren p=1, g=s—ıI 


Subftituirt man dieſe Werthe, ſo bekommt eine Formel, 
welche überhaupt jede Sunftion von r ante, vom e2 


1 J 


* = a iſt. Seht man demnach für e jeden der i 


Weithe, welche diefe Größe baben kann, ſo bekommt man 
eben 


\ 


8 


um a 
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eben ſo viel Zormeln fuͤr dien erſten Wurjeln der gegebenen 
Sleichuns. n . 


Um die übrigen s — n Wurzeln zu finden muf man das _ 
Glied exn mit dem legten — ex cembiniren. Da. aber diefe 
Kombination fchon bey Nr. 3. der erften Auflöfung gebraucht 
worden if, ſo hat man nur nöthig, die dafelbft gefundene 
Formel zu nehmen. | | ». 


Man hat alſo Hier’ In allem zwey allgemehre Formelit; 
fo wie dey der vorhergehenden Auflöfung, und man kann 
vermittelft diefer Formeln nicht nur jede Wurzel insbefons 
dere ſondern auch jede Zunktion dieſer Wurzein Anden. 

” Vierte Auftbfung. 

Es iſt noch eine Combinatioͤn uͤbrig, nemlich die der 
beyden aͤußerſten Glieder a und — ext, welche unmittelbar 

alle Wurzeln der Gleichung geben wird. 


Vergleicht man bey diefer Borausfegung die gegebene 
Sleiduns mit dem 7ten Erempel, fo hat man 


"a b X 
, Bm. vo, ag 
x e e e 


4 


r=s Pp&ı, g=u—I 
und findet vermittelſt dieſer Subfitutionen eine afgermeine 


Forwel für den Autdroc einer jeden union von FL ws 


1 — —W 2 
ge = * — * if; fo daß man, wenn man nach und 


nach dies Werthe von e braucht, eben ſo viel beſondere Zorz 
wein für die s Wurzeln der gegebenen Gleichung befommt, 
Auf diefe Art weicht alfo eine einzige allgemeine Formel Din, . 
.. on re 


256 8. Von den Gleichungen. 


am den Werth einer jeden Fenttien einer jeden Wurzel 
zu finden. 
Da wir alle Comdinationen zu jtoep, welche ſ ch mit 
den Gliedern der gegebenen Gieichung machen laſſen, ge⸗ 
braucht haben, ſo laſſen ſich außer den gegebenen Aufloͤſun⸗ 
J gen, wenigſtens vermittelſt unſerer Formeln, feine andere 
geben. Wir verweilen daher nicht laͤnger bey dieſem Ges 
genftande, meil Die erflärten Beyſpiele hinlänglich fcheinen, 
am den Gebrauch unferer Methode deutlich vor Augen zu 
iegen. De | 
Er 
"Ueber bie Convergenz ober Divergenz ber Reihen, 
welche die Sunftionen der Wurzeln’ der Gleichun— 
gen ausdrucken. 
—W J 36. 

Es iſt nicht genng, daß man die Wurzein der Gleichun⸗ 
gen oder ihre Sunftionen durch reguläre Reihen ausdrucken 
kann, deren Zortfchreitungsgefe bekannt ift, man muß auch 
aus eben dieſem Geſetze zu beurtheilen im Stande feyn, ob 
Die Reihen ohme Ende convergiren oder divergirem Denn 
foll eine Reihe den Werth einer Größe in der That auss 
drucken, fo muß fie eine convergirende Reihe ſeyn, d. h. 
ihre latzten Glieder muͤſſen unendlich klein oder kleiner wer⸗ 
den als jede Größe, Die ſich angeben laͤßt. Aus dieſem 
Grunde wollen wir daher nunmehr unterſuchen, woran man 
erkennen kann, ob die Reihen des vorhergehenden $. diefe 
Eigenſchaft haben oder nicht. 

Um unſerer Unterſuchung den hoͤchſt möglichen Grad 
Der Allgemeinheit ju geben, wollen wir die aligemeine Glei⸗ 
Hung —8 der asten Kr. oder 


U — 
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—27 9x =o 

Betrachten, welche die allgemeine Formel () Nr. 16. sieh, 

a 7 d. 2 
⏑⏑———— 

⸗ 242d y . 

d2 262*9 

| — Tor —— Tr. \ - 

wo nach der Differenziation y == £ gefegt werden muß. 


Es ſey demnach | 7 
d.i-z —— 
1. 2. 3. ... Iadyi- 1 
irgend ein Glied dieſer Reihe und fein Anzeiger i+ 1. gernet | 
fey die Funktion 04 irgend e eine Reihe v von Poteſtͤten von 
x, oder | 
0x Axdeæ + Bxd + Cꝛ⸗ + ⁊c. 
wo A, B, C, ıc. jede Eoefficienten und a, b, c, 2c..jede Eepos - ° 
nenten vorftellen. Alsdann hat man gleichfalls . N 
Play) = Autya * Bab yb F Ca) ti . u 
und es if folglich ein jedes Glied der iten Potefät biefer 
Größe, das heißt des Werths von Play)! - \ 
— — —RBR 
I. 2. 3.... m. 1. 2. 35. —e— 
| + u 
wenn m, n, p, 26. ſolche ganze pofi tive Zehlen bedeuten, u 
miatptw=iif. 

Nun wollen wie ferner annehmen, daß Auch die Funk⸗ 
tion Y'y.dugh eine Reihe bon Gliedern wie xyk ausgedruckt 
werde. Multipliciet man alfo die vorhergehende Größe 
durch Fyt, fo befommt man für jedes Glied des Werths von 

elayiyy den Ausdend 1 - | 
Ä BTL EL. KERNE, „AF. AMBACr · yütt 
Fr 2 3er mM. 12, Zr . n. L, 2,.3. Pen 
0 R 2000, Den 


n 
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wenn ˖ man der Kürje wegen - 
maynbtpete.=u | — 
ſett. Differenziirt man demnach dieſe Größe (Gi — mal, 
fo daß man y viränderlih und Ay beftändig feyn laͤßt, und 
dividirt darauf duch 1.2.3....iaidyi-ı, fo befommt 
man für den Werth eines jeden Gtiedes | 
d.i- wer WW... Ä 
- .2.3. ..1ieidy!-r 
nachdem y-ı — worden, bie Größe 
at NlatfNutf-2. ... Hit), npaco. nu 
1.2.3... M.1.2.3..0.1.2.3.0.Pe» 
Es fommt alfo nunmehr alles darauf an, daß man unters 
fuche, was diefe Größe wird, menn man i unendlich groß 
werden läft. oo. Ä 


. 37 


Zu dem Ende bemerke ih, daß, wenn = das Derhälts 
niß des Umfangs des Kreifes zum Durchmeffer ausdruckt, 
rletistlaiue hie 
(< + HIx — xt le + — | 5 + 1 
it, wie Stirling, Moivre und andere, insbefondere Euler 
in feiner Anleitung zur Differenziai-Rechnung bewieſen has 
ben. "Wenn daher x unendlich groß if, fo hat man obne 
merklichen Fehler 
hretbre ke Dk— til m 
(x H)Ix — lex + le 
und geht man von den Logarithmen zu den Zahlen über, fd 
« folgt aus. eben der Vorausſetzung 
i Vs. „ta 


1.9.3. .. Pr . 
| Berner 
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Zerner iſt überhaupt, x und ; y mögen befchaffen ſeyn wie 
ſie wollen, 


Kante ntet Hart. 
E * DI — x ddr — — ? re. | 


| IL.....r 
(x yt IK tz y nen 
_: Ä 
und nimmt man alfo x und y unendlich groß an, fo wird 
KtieSntie- Din tie-rtn 
= 


KrDESa-rtDenr 


1: 


uud folglich, wenn man: von den Logarithmen zu den Zah⸗ | 


len übergeht 
ei a 

| „ıt3 Pe) GER 
2, 


(x — — 


Hieraus fließt, um dies gelegentlich zu beräßren, 5. Wr der 

Coefficient des (y + ten Gliedes des Binomiums in der 

xten Potendt wenn x und y fehr groß find, ' 
rt ” 


, — —— 
V-. wyirts, re. 


in, ſo daß dieſer Coefficient, wenn alan y == = px. fegt und - 


‚oben und unten durch en | 


’ 1 5 
— — — — 


7 Ve (1 — p)* r ku: IV F Ä { 


\ | u er wu . 
8* har oo . R 4 48. Die⸗ 
> “ 
1 4 “a 


‚ %60 5 Von den ‚Gleichungen. 
- 38. Ä 
| Dieſes vorausgeſetzt erhellet, daß m,n, pr ic. a, wenn 
i endlich groß Angenommen wird, eberfallg unendlich groß 


fepn möflen, wel mfntpFrz. = iund am T bm tcp 
7 zu ie Auf diefe Art hat man 


Yo mm rt 
Ih. 3 „mE 
om 


un eben fo in den übtigen Fällen. . \ 
Gegt-man ferner g = ff, fo hat man I 
— — .... wrf-it2 
(ur \ats- Nuten... 
j u *8 


= 


Grat 
= 'atg— nuts-itk, i 
"und folglich, wenn man i unendlich. groß annimmt, 
(uTKurf— a‘ tarf— 2). wtf) 
ur: Zero, el  Kedr eye Di ... n. 1.2 Ir P.. N 
a | 


g-iTn 





| ER — 
wo x die enge der Groͤßen; m, n, p, x, R it die. Menge 
der Glieder der Funktion 0x bedeutet, 


Setzt man demnach) der Kürze wegen | 


vo "age 
“Aahg — Dartımnp... 
fo frac bie Wröße 5. 0 
W (at) 
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trat Mutten...tutr-itn, —E nu: " 
1.2.3...M.1.2:34..0.1.2.3... Pe. 

- weoni unenvlich groß wird, in 
(ufgeimpeor....au-r 
Tg—ijeimmanp,,., 


FYV. i 


über, 
EEE 
Setzt man nunmehr 
m on _ | ‚» 
Ts Tg any J 
fo hat man, weil m pn Tpra=i und um tbater E 
Te=u if | \ 
| er x re=ı . 
ar eb + * + xc. 
woraus erhee, daß die Zahien a, », w, ꝛe. aͤchte Brühe 
find. Braucht man dieſe Sudſtitutionen in dem Ausdrucke 
x ke * ꝓ Am Bo Cp. — 
(u — i —— . 
and Dit oben und unten Durch je, fü mon man 


= ei. 


er& PARB" A u 10 
— — $ 
jet | 
Li. J 
ader, wenn man dab Btied $ >. Wegläßt,, weil es unendlih 


klein wird wenn i unendlich groß iſt 


‚ur — Ipkp' — | 
Kun un — — — — — N 

Wr True, y ’,." ...o 
Durch eben diefe Subſtitutionen perwandelt fich die Gräfe 
. Y, wenn man oben und unten durch 126-3 dividirt, in 


Rz 6tr 





4 
1 
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(„+ S2e-3 





rt2 a — 1 Ferm. | 


oder, wenn man das unendlich elcine Glied 2 n mean, und 
für 3 feinen Werth Er I wieder fegt, n - 


yaftı ' j N 
—— ———— — — —⸗— —— } 
712, eu neitineen. 


B « . | 40. 
Setzt man-daher - 


vaftı 
M = Ä 


und 





J w Ku nattspe... 

. LT; y A\# C\r 

N | Na >) G =) G IE F... | 
K bat man für ein jedes Stied des Werths von 


d. I-2(pleyiy‘ y) Ä 
I. 2. Zi daidyi-ı 


wenn; i unendlich groß if, den fehr einfachen Ausdiue 
 FYM.N! 


worin a die Zahl dee Glieder der Funktidn 9x bedeutet, und 
\ WO a, 3, w, 26..pofitive Zahlen find, fodaß . 
„trterre=ı um 
utbrateo=me 
iſt. Folglich wird diefe Größe unendlich. groß oder = 0 
feyn, je nachdem N- einen pofitiven oder negativen Werth 
. hat, der größer oder nicht größer ift als die Einheit. on 
| Man 
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Dan ficht hieraus, daß die Reihe, welche den Werth 


om 2 Nr. 36. ausdruckt, condergiren wird, wenn ohne 


auf/das Zeichen zu ſehen | 
| N=0oder <sı 


tft, im entgegenftehenden Sale diverdirt fie, u ws 


Da nun die Größe N bloß von den Coeffisienten A, B, 
C, ıc. und den Erponenten a, b, c, zc. abhängt, welche in der 


Zunftion von 9x enthalten find, und ganz und gar nicht von " 


denen, welche der Zunktion von Ax zugshören, und welche 


- F,f, x. find: fo folgt, dab wenn die Reihe, welche den 


Werth irgend einer Zunftion von — = ausdeudt, condergirt, 


ſelbige auch für. I andere Santo con = _ . converälven 
wird, z 


41. 22 
Odb übrigens gleich die Coefficienten A, B, €, ic.“ ſo wie 
auch die Größe = poſitiv oder negativ-fegn Pönnen, fo fommt 
es doch hier bloß auf den abfoluten Werth von der Größe 

urn. „.lurf—ir?), | 

7.20 m. 1. 2...... 

- (Re. 36.) an, und es iſt daher gleich, ob man fie poſi tiv * 
negativ nimmt. Um daher die imaginären Groͤßen in dem 
Werthe von N zu vermeiden, wollen wir die Coefficienten 
A, B, C; ⁊c. poſitiv nehmen, weil; B, v, #, 20. Ihrer Natur nad, 

poſitiv ſeyn muͤſſen, und was ⸗ ‚erif, fo wollen wir es ſo 


- pofitio ſey. ierdurch 
werden wir für den Werth von N. die Größen 17 r ARTS 


FAnBnCp 26 au-x “ 





genommen vorausſetzen, day - 


4 | | und. 


! 
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‚und o mögen feon, welche fe mollen, allemal e eine reelle Form 
bekommen. 


48. 


42. 
Angenommen daß die Funktion 4x nicht mehr als ein 
SGlied Ax* habe und daß alfo die Gleichung 


J —xAxꝰ0 
ſey: ſo hat man v 


N= rmicr | 
und .= 1, uns =»; folglich » =ı und » ‚=a; folglich 
Ne ur 7% 

es wird demnach die Reihe condergiren, wenn 
A— oder < —— 





y⸗ 1 
AR. Dies iR der Gall der zweyten kufaabe des vorherges 
 bendens. Kun hat man in der erften Auftöfung fogleich 


a c 
sm A=-,a=0 


b b 


Folglich wird die erſte Reihe diefer Auftdfung , d. h. dieje⸗ 


nige welche ſich auf die erſte Wurzel bezieht, converaitind 
ſeyn, Wenn 


= oder < ec mu. j 


sie 


iR, das beißt, wenn ohne auf die zeigen zu fehen 
ha = oder < at _ 


| pe 
iR, unda,b,c, pofitio genommen werden. 


ZR 


ja 
b 


che 


. 


J 
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7 ac 1 n 
Iſt n=2 fe muß —— = oder < 92’ d. h. b2* 


odet > 4ac ſeyn. Dies ift aber genau die Bedingung, uns 
ter welcher die Meihe convergiet, welche man durch die @nts 
- widelung der Wurzelgeäße V’(b2 — ac) erhält, und weh ' 
che die nemliche iſt als die, melde wir nad unſerer Methode 
gefunden haben. J 


In der. 'gwenten Mehr om Drehen Kufläfung ben J 
man, wenn man die Gleichung - 





x ‘ 
Zn DEREN Pie | 
on © | | 
. mit der obigen allgemeinen —* pergleicht, 
ni | a En 
ea —, A= —-— 2 — a 
Ä 1—n 
und es wich daher Diefeieibe o cynversiren, wenn ohne Rauͤce 
ſicht auf die Sn 


n 
a Press ’ neo" 
7 * oder < (I — nl yıa 


oder 1” 
can-1 (n _ Da > 
ba, oder < _ na 


ig. Diefe Bedingung iſt en diefelbe als die vorhergehende 


In der zweyten Aufidſung dat man, wenn man die 


” orig F 
Zu U, ,. ben 
| rem 


mt derfelben augemeinen Formel vergleicht, 
q b En 
km, A=- mas 
. cc c | nn | 
R5 2 oe 


1 * 


a TB Bon ben Gleichungen. 
— Ssollen daher die Keihen. eonvergiren, ſo muß ohne Ruͤck⸗ 
ſicht auf die Zeichen 


„zn 


! b — 
N __ ober < ae = n 
ec. 
| oder \ m. 
can == oder > azuer 
br n2 - 
ſeyn, und dieſe Bedingung ſteht der bey der en Kufiäfung 
gerade entgegen, 


Wenn man daher“ 1) in der Gleichung 
a — bxstcxı=o 
ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen der Größen a,be 
ame „eu? — 
| Bat, fo muß man die erſte Aufloſung der zweyten Aufgabe 
brauchen. Dieſe wird allemal convergirende und alſo den 
Wurzeln ſelbſt gemaͤße Reihen darbieten, ſo daß dieſe Wur⸗ 
zeln reell oder imaginaͤr ſeyn werden, je nachdem die Reihen, 
wodurch ſie ausgedruckt werden, ſolches ſind. 


Es Hat daher in dieſem Falle die gegebene Gleichung 
ſo viel reelle und ſo viel imaginaͤre Warzeln, als es derglei⸗ 
chen in den Gleichungen giebt, die man durch die Combina⸗ 
tion zweyer ihrer auf einander folgenden Glieder, wenn man 
biefelben = == ofegt, erhält. Diefe Gleichungen ſind 

a — bx 2 0, und b — cı"ı — 
und es muß daher zum wenigſten eine Wurzel reell ſeyn. 
Wenn —— == oder > ST iſt, ſo muß 


man die zweyte Auflöfung brauchen, deren Reihen dabey 
nothwendig convergiven. In diefem Galle bat daher die 
Gleis 
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Gleichung ſo viel reelle und ſo viel imaginaͤre Wurzeln, als 
es dergleichen in der Gleichung giebt, die man bekoͤmmt, 
wenn man das erſte und letzte Glied mit einander combinirt 
und =o fest, d.h. eben fo viel, als der Gleichung a t e 
=o zukommen. 


43 
Haͤtte man die Gleichung 
a — bam +cınfe=o 
ſo duͤrfte man nur wie Nr. 21., mt annehmen, wor 
durch die gedachte Sleichung in 
‚a—btfer 2 =o 5 
verwandelt wuͤrde. Auf dieſe Art haͤtte man * den 





Sal der vorhergehenden Nr. Setzt man daher — — für 


n, fo ergiebt ſich, daß bie ee Aufldſung hrauaber iſt, 
wenn 








a 
am m 
ac ul m 
oder — — 
** m+n myra 
’ n n 
b J J 
oder 
are mAnn 
mn TEE Saar 
“und. die zweyte dagegen, wenn 
eadem } d mm nu 
pin +n op er * (mfnmta 


iR. Im erſten Falle hat daher die gegebene Gleichung ſo 
viel deelle und fo viel imaginaͤre Wurzeln als es dergleichen 
in den beyden Gleichungen 


⸗— 
[4 
⸗ a — 
’ * 


t 


268 5. Bon den Gleichungen. 


ı— panm 0 und b — eaο 


mb im dem zwehien fo viel, ald e& dergleichen in ber Glei⸗ 


Kung | 
- afceınte mo 
giebt. - Be 
4 Ä 
aucm Mpn u 
Wenn an — waͤre, fo aͤmen beude 


Bedingungen mit einander überein. In diefem Falle müßte 
man fagen, daß die Gleichung ſo viel reelle und ſo piel ima⸗ 
ginaͤre Wurzeln habe, als es dergleichen in den Gleichungen 
a — bam S O, und b — cx *0 
und in der Gleichung 
J atcxmte no 
giebt. Wäre alfo die Anzahl der imaginären Burgeln in 
jenen bepden Bleichungen verſchieden von der Anzahl diefer 
Wurzeln in der letzten Gleichung, ſo wuͤrde folgen, daß die 
gegebene Gleichung ſo viel gleiche Wurzeln haͤtte, als es 
mehr imaginaͤre Wurzeln duf der einen Seite gäbe. Denn 
da Die gleichen Wurzeln die Grenzen zwiſchen den reellen 
und imaginären Wurzeln find, fo fann man fie getoiffermaf 


‚ fen als zu beyden gehörig betrachten. 


45. 

Wir haben geſehen (Mr. 40.) dab N nit > r ſeyn 
darf, wenn die Reihe convergirend ſeyn ſoll. Man ſuche 
daher in jedem Falle den groͤßten Werth von N, indem man 
die Groͤßen m, », =, ıc. als veraͤnderlich belcachter, und 
ſchließe, wenn derſelbe nicht groͤßer ſich ergiebt als 1, daß 
die Reihe convergire, und im » entargenfbenben Galle, daß 


fie divergire. 
Laßt 
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eäft Man bloß-« und » » veränderlich kon, fo hat man 
Ti * du + and _ I) + a. — 1). Da- 
nun«7 Heron, Inden Hbrtentx.mefen 
muß, fo wird de to=o, ad“ FTbo= de; folglich 


dv do \ 
du: = — und dı = = Subſtituivt man dieſe 


Werthe und läßt. dabep das Differenzglaf dN = o Werden, 
fo befommt man Ä 


A B 


-_1- 





. R 
v — [_. 2 — Wü 


Ließe man » und = veränderlich ſeyn, fo fände man auf ad 
liche Art 


er = pl n 
u | u. ſ. f. 


Auf dieſe Art find die Bedingungen des Großten und Klein⸗ 
ſten in folgenden Sleicungen ehthalten— 





_ = 2 ⁊c. 
v — 1 —i IE A *ä 
Laͤßt man —8 x jeden Coefficienten bedeuten, fo ift 
Aue = aA or. ! ’ 
Bku—h, — vo 
| “sv 2 | 
\ ü — — » u B7 
= AB) | 
' 7) _ 
I — 
⁊. 
and 
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und es Sat alfo, wenn man diefe Werthe in die Gleichungen 
a + Tusı, nTTeTeme 
beingt, j 


—EXVE t BL ——)° + rt) =ı 


Aal): + BbK ——)> Feel ——): * ’c.) = ⸗ 
Hieraus bekommt man durch die Wegſchaffung von a 


Aa 1) )- * —XRX lies * 





ee — Ser tw=o 


Sat man durch diefe Steidung » » beitimmt, fo. Bi. ⸗ 


1 


4 Br + ee ri. 


and nun laſſen fi auch ne ꝛc finden, 5 B — J 


Man kann alſo durch dieſes Mittel allemal erkennen, 
ob die Reihen, von welchen bisher geredet worden iſt, con⸗ 
vergiren oder divergiren. | 


- 


- 
& 4 


ö 


6. Venerlungen uͤber die llgebruiſche Aufld⸗ 
| fung ber Öleichungen. | 


i . con 
N Herren de la Grange. 
Aus dem ateh Bande der neuen Memoiren der Königl, Alademje 
u der Wiſenſchaten zu Berlin. 


Js der Wichtigkeit det Theotie von ben Gleichungen 5 


‚ amd nad) der Schnelligkeit der Zortfchritte zn urtheilen, wels _ 


che die erften Erfinder darin machten, müßte diefee Theil _ 
der Analyſe unter allen der volltommenfte fen; allein der 
Bemühungen aller nachfolgenden Mathematiker ungeachtet Ä 
fehlt demfelben zur. Vollendung noch fehr viel. Zwar bat 
man.alle® erfchpft, was fi über die Natur der Gleichun⸗ 


gen, aͤber ihre Verwandlung, uͤber die Bedingungen, unter 


weichen zwey oder mehrere Wurzeln einander gleich fi nd oder 
zu einander ein gegebenes Verhaͤltniß haben, über die Kork 


der imaginären Wurzeln und über die Methode diejenigen 


reellen Wurzeln zu finden. welche ſich ihrer Realitaͤt ungeach⸗ 
tet in einer imaginaͤren Form daͤrſtellen u. ſ. w. fagen laͤßt. 


Man bat auch allgemeine Regeln entdeckt, nach welchen man 


zu beuttheilen im Stande iſt, ob alle Wurzeln einer gegede⸗ 
nen Gleichung reell find oder nicht, und im erſten Toll, wie 


viel von dieſen Muri pofitio und wiel negativ ſi ſi nd; ; allein 


—W man 


, 
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—1 


man hat bis jetzt noch keine allgemeine Regel zur Beſtim⸗ 
mung der Anzahl der imaginaͤren Wurzeln in den Gleichun⸗ 
gen die dergleichen enthalten, und noch weniger eine allge⸗ 
meine Regel zur Beſtimmung der Anzahl der reellen, poſiti⸗ 
ven und negativen Wurzeln, wenn man die Anzahl der reellen 
und tmaginären Wurzein fennt; ja man hat noch feine Res 
gel, wornach man mit Sicherheit enticheiden Pönnte, ob eine 
gegebene Gleihung veelle Wurzeln habe oder nicht, außer 

wenn die Sleicbung zu ‚einem ungeradeu Grade gehört oder 
das lezte Glied. negativ hat. | 


Ich will hiermit nicht fagen, daß man bie inpabı der 
imaginären und reellen, pofitiven und negativen Wurzeln 
nicht zu beflimmen im Stande fey, wenn die Eoefficienten 
der gegebenen Gleichung beftimmte Zahlen find; die Mes 
thoden, welche ich dafür gegeben babe, feinen darüber 
nichts weiter übrig zu laffen, fo wie man fich darnach auch dem - 
Werthe einer jeden Wurzel in diefem Halle fo ſehr nähern 
kann, ald man irgend will. Es iſt vielmehe Bier die Rede 
von den Gleichungen, deren Eoefficienten allgemein durch 
Buchſtaben gegeben ſind, und von den Bedingungen, die 
bey diefen Coefficienten ftatt finden müffen, wenn die Wur⸗ 
zeln einer gegebenen Öfeichung diefe eder jeite Befpaffenheit 
haben ſollen. | 


In Anfehung der Auftöfung dieſer Gleichungen tft mar 
noch nicht viel weiter gefommen als man zu Cardan's Zeiten 
wat, welcher zuerſt die Aufloͤſung der Gleichungen des drit⸗ 
ten und vierten Grades gegeben hat. Es ſcheint faſt, alt 
müßte man die Entdeckungen der Ztalienifchen Analyſten alb 
dad höcfte betrachten, was man in Diefer Materie zu erreb 
hen Hoffen darf, wenigſtens haben die nachmäligen Wer 

. ſuche 
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ſuche nech zu nichts weiter gedient, als zur Erfindung neuer. | 
Methoden die Gleichungen des dritten und vierten Grades 
aufzuläfen, davon aber Feine einer allgemeinen Anwendung. 
“auf die hoͤhern Gleichungen fähig zu ſeyn ſcheint. 


Ich habe mir gegenteärtig vorgeſetzt, die verſchiedenen 
bisherigen Methoden der algebraiſchen Aufloͤſung der Glei⸗ 
Kungen zu unterfuchen, dieſciben auf allgemeine Peincipien 
zu bringen, und aus unmwiderfprechlihen Gründen zu jeigen, 
warum fie bey den Gleichungen des dritten und vierten Gras 
des hinlänglich, bey den hohern Gleichungen aber unyläng, 
id find. 


Diefe Unterfuhung wird einen zwiefachen Nuten 9 ges 
währen. Einmal wird fie über die befannten Auflöfungen 
der Sleichungen des dritten und vierten Grades ein helleres 
Licht verbreiten, und zweytens denen nüglich ſeyn, welche 
fi mit der Auflöfung der Gleichungen der hoͤhern Grade bis 


fchäftigen mollen, indem fie ihnen zu diefer Abficht verfchies 


dene Geſichtspunkte vor Augen ftellen und fie zugleich einer 
Menge unnuͤtzer Verſuche überheben wird. 


Erſter Abſchnitt. 


Bon der Auflöfung ber Gleichungen des dritten | 
Grades. 


| . u 

Da die mitsſung der Gleichungen des zwehten Grades 
ſehr leicht iſt und außer ihrer Leichtigkeit nichts merfwürdis 
ges weiter hat: fo wende ich mich fogleich zu Der-Auflöfung 
der Gleichungen des. dritten Grades, wozu Kunfigeiffe er⸗ 
fordert werden, die ſich nicht pon ſelbſt datbieten. 


Ba 1 Von ben Gleichungen: . 


Es fey alfo Ä 

x3 tm22 4oxtp=o 

. Die allgemeine Gleichung des dritten Grades. Da man aus 

: jeder Gleichung durch Vergrößerung ihrer Wurzeln um den 

‚ Eoefficienten des zweyten Gliedes mit dem Erponenten des 
erſten Gliedes dividiet, das zweyte Glied wegſchaffen kann: 
fo laͤßt ſich dieſe Gleichung dadurch, daß man mo ſetzt, 
ihrer Allgemeinheit undeſchadet, auf folgerde eina here oem 
bringen | 

Ä 23 tnxtp=v 

Mm diefer Form haben Scipio Serreo und Tartales die Sr 
‚ «ungen des dritten Grades unterfucht, und ihnen find wir 
die Auflöfung dieſer Gleichungen fhuldig, obgleich der Weg, 
auf welchem fie zu derfelden gelangt find, uns unbefannt ifl. 
Die natuͤrlichſte Methode ſcheint mir diejenige zu fegn, wels 
che Hudde angenommen hat: ‚Man zerfällt darnach die 
Wurzel in zwey unbeftimmte Größen, wobey fih die Gleis 
chung dergefalt in zwey Theile theilen läßt, daß die Erſin⸗ 
dung der gedachten unbeftimmten Größen bloß von der Aufs 
ldſung der quadratiſchen Gleichungen abhängt. 


Man ſetzt alſo nach dieſer Methode 
x . Tz | 

und eöduciet durch diefe Subftitution die gegebene Steigung 
auf folgende 

ntayetayete n«tn Tp=° 

oder 
y3.T 3 rpf eiyGyria)z=.o. 

Run met man die beyden abgefonderten Gleichungen 

| y’ Tz3fp=o 


ayztn=o., 
.. und 
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und bekemt 2 — 5 und, ‚Denn man diefen Dart 
in die erſte Steigung being, { | | 
3 — — =0- . 
7 Fr 3 t ‚= Bw 

oder | 


3 
6 ter Isa 
27 » 


J— Diefſet iR nun zwar eine Gleichung des ſechsten Grades. 


a 


Allein da die undefannte Größe darin nur zweymal vors 


kommt, und ihe Erponent in dein erſten Gliede das Doppelte 
des Erponenten im. zweyten Gliede ift: fo Fann man Dies 
felbe als eine Gleichung des . zweyten Grades behandeln. 
Auf dieſe Art bekommt man 


und daher 


pa —* 
— (ba — 
rar * ‘Ve tr 


Hat! man aber hiernach y, und dan nach 2 = — die 
andere undeftimmte Stöße z gefunden, fo iR | 


| t 2. 
. a =7 2 =ı- jr. 
nn un 

Es Hietet aber dieſe Aufldſung Gelegenheit. gu mehrern 
Anmerkungen dar. Zuvoͤrderſt iſt befannt, daß die Größe y 
ſechs Werthe haben muß, weil fie durch eine Gleichung vom 
ſechsten Grade beftimmt wird, und daß daher. der Größe x 
ebenfalls ſechs Werthe zufommen, Da aber x die Wurzel 
einer Oleigung vom Dritten Grade iſt, ſo kann der Werth 
S2' davon 

\ 


Y 
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| davon nur dreyfach ſeyn, und es muͤſſen ſich daher jene ſechs 
Werthe auf drey zuruͤckfuͤhren laſſen. Daß dieſes möglich 


fey,. lehret der Ealcul, wenn R man aus den Gleichungen 


n3 n. 
7 + PY Eu 1 y 3y 


| y wegſchaft. sun man der gröjern Allgemefpheit wegen 


z=r-7Mep--imo 


fo Hatman y2 =xyTtk, md Folglich 


| 
ys = * Y2(x x)2⸗ + okx(x2 7 K)y > k2x2 
== yx(x2 Fkj(x2 # Ik) kxA p 3k2x2 F k3. 
und durch die Subtitution dieſer Werihe von y3 und ys 
ıa@® To T3kz tptkxa3t 3Kx TPDTixkr 


n?3 


| & ſey ver Kuͤrze wegen 


* =, ek 
v wird Fk) e K)X—h=o, und foguch 
h - 
| Be 
28775 


eingt man dielen Werth von y in die e Glcigung y2—ıy 


u; _ ir)2 — Be kxYXz12 4 k) — ‚ka +2 0 


\ | ‚oder ’ \ 
xıX3 hXxa2 F3k)—b2=o 
oben, da x(x2 3k). = = X— PB iſt 


re — PR = u ha" ==0. BR 9 
| ' dh 


N 


D 


t 
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j d. h. 


27h — 27p2 
7 ——— R 


N 


.K— 


Seit man munmeht k e= 7 ulm y “7 zu befoms | 
men, ſo iſt far, daß h = o wied. Dadurch aber werwan⸗ 


beit ia die herhergehende Gleichung in X? =o, oder 
as nx po 


J Lad 


cine Gleichung, welche eben dieſelben Wurjzein hat ah w | 


gegebene, wovon aller wirie jede doppelt iſt. 


Es if daher die Aufldſusg einge Gleichung des dritten. 


Grades eigentlich nichts. anders als Aufloͤſung einer Gleis 
Kung vom fechsten Grade; sine Unbequiemlichkeit, welche 
ſich bey dem zweyten Grade wicht findet, die aber bey den 


hoͤhern Graden nach weis größer mird. ö u | 6, ' 


‘-3 “ “ . N | 
Da es alſo unter den ſechs Werthen von7 nick mehr 
als drey don einander verſchiedene Werthe giedt, ſo kommt 


es nunmehr darauf an, Unterſcheidungskennzeichen non die⸗ 


ſen feſtzuſetzen. Hiezu beduͤrfen wir eines beſondern Aus⸗ 


drucks für jeden der ſechss Werthe von y. Mennt man nun 


die drey cubiſchen Wurzeln ber ‚Einheit, oder die Wurzeln 


der ca x — 0, 1, 4. und 4, und ſetzt dadey der 


Fit wegen 7 r_ + 524: ſo ſind Die sehe Werthe vony. 


Y — stm 
. 3 p _ . . 
aV(— r\ * v). 


.3 p 
- eV 7 EV: 


S 3 28 


e _ N 


®, 


| a9 11. Von ben Stidnigen W 


Da ferner - ; — 
= n 
* 180 Vor 7 va=r& =, 
Br *. on,  fetali: — J 
| n 


u 1J ſe nd ‚die ehrt nee von z u 


Br 2 — 
— " \ FR 
v ' vwı-ı3 u ..r,r.,58 , a we 45 m 
D) ’ 2 Fu 7 1 "p Ivrg » 
ER FV 5 
. a. — — em q 
wir . ‘oa ‘ , ER ’ gt Y 7 “ ‘ 2 
. Ey 3. nn 
ML a a Bar 2: ; 
« 
' » rc — Yo j 
[.3. 24 40 
“ u.eerv .... 0 - 


Da aber 1, «und s Bi deep Denen ber, Bteiung x ' 


| J 1= 0 fin, ſo iſt 1. “. um 1; folglich 1 = 6 un 


X 


| == =. , und die vesbergkbenden Werbe laſſen nö auch auf 
Duft ww abedın: = a 
‚Sie MT. i Mare Zap 2. u u r 
Rt rn 4; VI = Vꝙ) 
I —324. Von. oa 
u. N-ErFVD 
j Ü n \ a... 2 R j 
| .\ = 
J — —— 


Nun iſt x=y +z, und fegt man daher die zugehbrigen 
Werthe von yundz zuſammen, befommt man 


v8 tvVo)Tt vetz va 


* + EVDt Vo * 70 


m 
N- 


BE u vr Eu 


. 
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—0 
und hier iſt leicht zu ſehen, daß man einerley Werthe für 
x befommt, man mag. bie obern. oder die untern Zeichen 
nehmen. j 


* 


gieraus folgt, daß es gleichgültig iR. ob man die Wur⸗ 
zelgroͤße V-g poſitiv oder negativ nimmt, und daß ſich die 


drey Wurzeln der gegebenen Gleichung unmittelbar aus den _ 
drey Werthen des cubiſchen Ausdrucks V ir 24 *y 8 fin⸗ 


den laſſen. 
— 
Re. 2, iſt gezeigt worden, daß die Aufloͤſung einer jeden 


Gleichung vom dritten Grade auf eine Gleichung vom ſechs⸗ 


sen Grade bet; wollte man aber die Gleichung 
,ı= Ye Etvotv-2-vo 


von ihrer Irrationalitaͤt befreyen, ſo wuͤrde man zu einer 
Gleichung vom neunten Grade gelangen, Dam cubiste 
man, ſo ergäbe ſich . 


x3 =- ti -o. 
und verſetzte man nun das Glied — p u eabirte aber; 
fo würde 


@Tp?t= a7 — Dr 
sun, iſt 


x2 $ 3pxo $ (3p2 + n3)x3 + pıI=a ... 
Allein nie Gleichuns ſqueht außer den deep Wurzeln der 
S4 Stel» 


+ 


x 
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dung x3 $nx + p=o noch ſechs andere in fih, indem 
fie ſich in folgende Drey zerlegen laͤßt: 
33 $#+onxtp=o 
x3 tanx} p=o 
x3 Anx p 0o 
und die beyden letztern Gleichungen hiervon ſind von der er⸗ 
fen unterfehieden, wie beym erſten Anbli® wahrzunehmen 
iſt. Es läßt fich daher auch hieraus nicht fo wie oben eine 
Soige für den Grad herleiten, welchem die Auflöfung Der ges 
debenen Gleichung eigentlich zugehört, denn oben mußte fols 
ches deswegen gefcbehen, weil die Gleihung X2 =o (Mr. 2.) 
eben diefelben Wurzeln enthielt als die gegebene. u 


5. 
Die Gleichung des ſechsten Grades 


nꝰ3 
y6 7 pyꝰ 2220 


heißt die reducirte Gleichung des dritten Grades, weil man 
| ben der Aufldſung der Gleichung x PnxTFP O auf ſie 
duruͤckkommt. Da wir alſo vorhin die Abhängigkeit der 
Wurzeln dieſer legten Gleichung von den Wurzeln jener Gleis 
dung kennen gelernt haben, fo wollen wir nunmehr unters 
füchen, wie die Wurzeln der veducirten Gleichung von den 
Wurzeln der gegebenen Gleichung abhängen. Um aber dies 
ſee Unterſuchung einen hoͤhern Grad von Allgemeinheit und 
Deutlichkeit zu geben, wollen wir eine Gleichung betrachten, 
welche alle Glieder hat, und deren Form folgende iſt: 
23 Pinı2 tnxfp=o | 
fo wie ihre Wurzeln, allgemein ausgedruckt, a,b, c. 
Kängt man davon an, daß man das zweyte Glied mg 


ſcaft und zu dem Ende xx — 2. fo wie. der —X 


wegen 
En 


r 


4 
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B9'=n _: pf= „mm 
3’ 3 


fest, fo Sefommt man die Gleichung 
at pmo 


und dieſe Gleichung bar die erforderliche Form. Seht mat 


0 P 
« n3 
y TPr 27 0. 


niunmehr/ x y — 5 ſo erhält man zur veducitten Glel⸗ 


# 


und te, wenn man die Cudikwurzel aus — — 


er} =) mit t dem Vachſiaben ⸗ bezeichnet, fie die 


drey Werte vony u : | 


yar ynur,, yahn, \ 


‚Auf diefe Art werden die deep Wurzain 


T 


n — — 4 
r 


und da zn z' — = iR, ſo —* man für x, wenn man 


der Rüge wegen 2 ſett 


— —4 
mio: 
ur 
u. Tytanz, 
oo. md es wird daher 
a=-Zt4:-5 


Ss 


\ 


‘ D 
' . 2 ’ 
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.,. 


Sieht: man hier nad einander die aienite und dritte Gleis | 
hung von der erſten ab J ſo bek ommt man 


—D —————— 


J 
“ 


- - er j < 


und findet hieraus 
(a — b) 


r 
A 


Ze — — — 


J ae j . 


On — * er + 8 u 
woher ſich, wenn man abermais adſledt und dur, .—B 
dividirt | 


(a — .) Bla — 9. 
EEE Zn — — * u —— a 
2. = 
" 5 . j .4.2 .& — 4 Ä 
er ES  & vr 2 | Bu u 
oder 


—5 ( St EI 
echiedt. Run find I, = und. A, die drey Wurzeln der Glei⸗ 
chung x2 — 10, und daher | 

3—ı= E- 
folglich, wenn nian differenziirt, 
zu2—=(z— ext Da) 1x — Ix—«) - 
fo-daß man, wenn man nach und nach X I, æ, ß ſetzt, 
3 = el. — ß) 
ze = (na — 1) — 4) 
. nee tn 
do nn bekommt. 


ı , ’ | . ) f 
3 \ W 
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bekommt. Gept man demnach diefe Werthe in den sachen | 
gehenden Ausdruck fuͤr r, ſo erhaͤlt man | 
a b „ec 
= 
te 
4 oder, da og ı fl, 
u &trbtee 
| Er Yo | | 
Diefes iR daher der Werth, von r, und folglich auch den 
Werth von y, fo daß, wenn man“ Ratte und umgefehtt 
ſetzt, welches erlaubt iſt, u 
22 * ab } sc 
3 


wird. 
Br 6 
Aus dieſem Ausdrucke für y erhellet, waram die vedus 

cite Gleichung eine Gleichung vom ſechſten Grade feyn mob. 
Denn da diefe veducirte Gleichung nicht unmittelbar von den 
Wurzeln a, b, e der gegebenen Gleichung, ſondern bloß von 
den Coefficienten m, n, p abhaͤngt: fo iſt klar, daß man in 
dem Ausdrucke für y die Groͤßen a, b und e unter einander 
nach Gefallen muß verwechſein koͤnnen. Es muß alſo die 

Groͤße y fo viel verſchtedene Werthe Haben, als ſich Die drey 
Wurzeln a, b und c verfegen daffen; und da diefes nach der 
Theorie der Berfegungen auf ſechs verfchiedene Arten moͤg⸗ 
lch iR, fo muß auch die reducirte Gleichuns eine Gleichung 
vom ſechsſsten Grade ſeyn. 


Außerdem erhellet daraus auch, warum ſich die redu⸗ 
cirte Gleichung wie eine quadratiſche Gleichung behandeln 
aß." Es ruͤhrt dies nemlich daher, weil diefe Gleichung 
J bloß die Dignitäten y3 und Ye das heißt Dignitäsen ur “ 
\ 4 


—— 


GE ——— 
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hält, deren Erponenten Vielfache von 3 find, fo daß, wenn 
r ein Werth-von y it, auch’sr und Pr Werihe von y feyn 
möflen, indem 43 = rund 833 = ı if. &6 läßt ſich dieſes 
aber noch leichter. jeigen, wenn man 4*42 ſetzt, und die⸗ 
ſer Werth von 4 ergiebt ih au /4 22 1 und a IQ, 
indem Daraus «== #3 oder 4* «2 folgt, Auf dieſe Art 
kann. man den Werth von y. auch durch ; 
a T «eb T 42e 

3 
ausdrucken, und hieraus durch die Gerfegung der Buchſta⸗ 
ben a, b und ce nach folgender Tabelle die ſechs Werthe von 
y oder die ſechs Wurzeln der reducirten Sieichuns finden: 


ye 











Von 





Muliiplieirt man hier den erſten Aubdruck zudtderſ durch 
und dann duch ⸗ oder «2, fo berommt man, NZ. 


iſt, W 
heute bructein, 


4 


ifo den fechsten und vierten. Multipliiet wan "ferner den 
gweyten Ausrud durch. und ⸗⸗ ſo belommt man 
BE 
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Cd 


br ka te2e und e * ** | 


_ oder den dritten und vierten. Chen fo befommt mait, wenn 


man den dritten und vierten oder den fänften und fechsten 


Ausdruck duch = und a2 Multiplicirt, die Übrigen. 


Dies leitet auf eine Methode, Die reducirte Gleichung " 


‘für die Gleichungen des dritten Grades directe zu finden. 
Es ſey x3 Pmna-ppo die gegebene Gleithung 


und ihre Wurzeln a, b und c. Angenommen, daß die Wur⸗ 
zeln der reducirten Gleichung, allgemein ausgedruckt, Funk⸗ 
tionen des erſten Grades von den Wurzeln a, bund c ſehen, 


wie Ad + Bb + Cc, wo A, B und C von den Groͤßen a, b und 


e unabhängige Eoefficienten find: ſo befommt man, wenn 


man die Größen a, b und c fo oft als moͤglich verſett, 


Aa} BbT Cc 

Au Be + Cb 

Ab + Ba TCc 
 AbrBetcCa 
Ac+Bb}FrCa 

| ActBarcb \ 
fir die ſechs Derjeln der reducirten Beim Soll nun 


rn. 


u Diefe Gleichung keine andere Dignitaͤten enthalten als ſolche, 
deren Exponenten Vielfache von:3 find, fo muſſen nach den 


Obigen, wenn die eine Wurzel x iſt, auch er und Br ‚ober 
aer Wurzein von ihr ſeyn. Setzt man demnach 

Aa Bb Cc — 

fo muß «Aa . 4Bb + “Cc einer von den vorhergehenden 

fünf übrigen Größen gleich fepn. Ä 
"Muh Bann Diefelde weder Aa + Be + Ch noch Ab N | 


Ba * Co gleich werden, als wenn man «a ms ı annimmt. 


Im 


\ 


. 2 

286. 1. Von den Gleichungen. 
Im erſten Falle bekommt man aledenn «A == A und im 
zweyten «C = C. Vergleicht man aber mit Ab Be + Ca, 
fo hat man sA==C, «B == A und «C = B, woraus CA, 

— 02 und AA, oder 03 = ı flieht. Auf dieſe 
Art echellet, daß « eine Wurzel der Sleihuigx? — ı = 0. 
feyn muß, und jegt man daher, der groͤßern keichtigkeit we⸗ 
gen, A— i, fo hat mn A= 1, B- und O 42. Die 
ſes giebt eben die Formeln, welche wie ben gefunden haben, 
bis auf den Renner 3. 


Sept man alſo der Kuͤrze wegen 
e=atrebYu2c 
\ smwatuctezb 
: fo hat man in, er, «2r und s, us, #23 ‚die ſechs Wurzeln. 
"Der verwandelten Gleichung: Nennt män die unbekannte 
- Größe diefer Gleichung y, To if das Produrid der drey Hals 
’ toren y-1.,y-ı,)— «2r . 
. y3 — r3 
und anf ähnliche Art das Produft der drey uͤbrigen Fakto⸗ 
ren y2 —s3. Auf dieſe Art iſt das ganze Produkt oder die 
reducirte Gleichung ſelbſt 
70 - (13 Ts3)y3 } r3s3 =o 
und es fommt nunmehr bloß darauf an, die Werthe von 
rn + s3 und r3s3 zu finden. | 
Erhebt man die Größe x zur deitten Yotefär, und bes 
haͤlt dabey vor Augen, daß 43 1iſt: ſo wird 
13 243 '+b3 eꝛ 7 6abc + '3«(a2b, * b2c 72a) 
2 F.302(ab2 F bc2 ca2) 
and folglich auch, wenn man die Vuchaben b und c Done 
wechfelt, 
.g3 m a3 + 63 + c3 + Gabe. 7 je(asct c2b t rei 
7 3⸗⸗ + b2c * a2b) 


I} 








| s. Bemerf, Aber die egebe Xu er Biunge. a7 | 


&s fen der Küce wen “ir, 
R ) | BHbstetabeer: i 
aab bꝛe eza 2 M: ..or 


- ‘a2c 'T b2a T cab: = N‘ 
fo wid 

3 = Lr JeM}Y zuan N 
s3—=L 7 3«N 7 32M, folglich J 
tt 300 M) 
| Da aber 1, = und «2 die drey Wurzeln der Gleichung x 
— 1=0ofind, worin das zweyte Glied fehlen: fitır“ 
T #2 = 0 und alſo 


Pte=al-zMmtN 


— 


4 


Multiplicirt man hierauf die Werthe bon r3 und s ss \ 
mit einander, fo befommt.man 
r358 * L⸗ —D——— 

erde ri. 
8383 = UL — 3(M } N) } gc(M2 + N2)— 3MN) 
Nun if leicht einzufehen, daß die Größen“, MEN und MN 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung mp. 
und zwar ohne &ptraction der Wurzel beftimmt werden. && 
fließt Dies nemli daraus, weil dieſe Größen diefelden blei⸗ 
ben, man mag die Buchftaben a, b und c verfegen twie man 
will, fo daß alſo jede von jenen Groͤhen nicht m mehr als einen 


Werth Daten kanm. 54 el 
. l 
Br GE 
Da nem EZ 
. | _-m=sartbfe tin co. 
"=abtactbemd | 

ip abe WE .. u BE 
6 wir nach belannten Ren int 


t 


| W 


a2 b2 rce2= m — on - 
as bse — mi t3mn =3P 
"and hieraus findet man = 
’ a3b3 F a303 * brer =n3 — zmap * 3P2. 
Golglich iſt = 
Lo — ms} zmn — 9p 
M 1 N =3p — mo | 
| MN =.n3 +p(m — 6mn) * 9p2 
Dieraus ergiebt ſich 
72 Tezmams + oma — a7p 
und‘ - 
2353 = mö — gm4n } 27m2n — —X (m2 — 3n)3, 
Auf diefe Art wird die reducirte Gleichung 
7 } (2m3, — gmn 27p)y } (m2 — 3n)3 = o 
und diefe Gleichung ſtimmt mit der oben Nr. 5. gefundenen 
überein, außer daß y in ihr das Drepfache der unbefannten 
- Größe in jener iſt. Loͤſet man daher Diefe Gieichung nach 
Art der quadratiſchen Gleichungen auf, oder ſert man, der 
Kuͤrze wegen y2 = x, fo daß man 
"22 + (2m3 — gmn + 27p)e + (m2 — 33 = o 
. Habe, und nennt dabey die Wurzeln dieſer quadratifchen 
Gleichung =’ und 2”: fo befommt man ya = 2’ = r", und - 


- R . 3 ' . - , 
- folglich y = Ya =3’/z" Da abet angenommen worden, .. 
Daß r and s die beyden Werthe von y feyen, ſo iſt 


Kmathtee=vr 


. smıfetst= Var J— 

und dieſe beyden Gleichungen, verbunden mit der Gleichum 
a4r7brec - m 

ſetzen in den Stand, die drey Wurzeln a, bund c zu finden. 

Denn da 423 1 und 174 F2 mo if, fo wird 

. „85, 


.b 


gr —⸗ .) — 
u. “ 
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= 12... 3 
rn bo - m'Y PER + F zu 

—7 3 0°. 

J 3 3 
_— m FaVz + a2" 1 

i e= ‚ 3 

welches mit dem Bogen übereinftinmt. | . 
» 9. | ur EN 
Um Dee Gegenftand in ein no helleres Licht zu ed 
bemerfe man, daß die Größen M und N- Nr. 7. pon der Art 
find, doß die eine in die andere übergeht, wenn man. die 


drey Wurzeln a, b und c auf irgend eine Art verwechſelt, ſe 


daß dieſe Groͤßen bloß Wurzeln einer quadratifchen Gleichung 
Tepn tönnen. Nennt man die unbekannte Groͤße dieſer Glei⸗ 


| Hung t; fo: hat diefelbe nothivendiger Weiſe die Form 


| t® = (MEN) FMN so 


‚and feet man daher für M und N bie ihnen infommende 


Merthe Nr. 8., fo hat man 
2 (ap mn) F (0? — — 6mnyp F gp® = 0 


Auf dieſe Urt bekommt man durch die Aufloſung der vorher⸗ 
gehenden Sleichung die Werthe von M und N, und da die 


. ©röße L bereits befannt if, indem L=— m3 } jmn — 
g9p⸗ ſo ſind auch die Werthe von'rs und ;s Ri. 7) oder 


Bon =’ und 2” (Mr. 8.) bekannt. · Sie find heatlic “ 
== 2» =LY}30M + 302N J 
2LF3BANTFZ-2M 3" 
und vermittelſt dieſer Werihe findet man die Wurzeln a, b 
un e, wie wir kurz vorher geſehen haben. 
e ah | 


J 





4 


‘ 2 
—⸗ 
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uebrigens erhellet aus dieſer Eigenſchaft der Funrtio⸗ 
nen M und N deutlich, warum die Geöße.z = y3 — 
(a P ab + a2c)3 bloß von einer Gleichung des zweyten Gra⸗ 


des adhaͤngt, fo daß bie Sleihung für y bloß die Dignitäten 
y3 und ys enthalten fann. u 
| 18, u 2* | 

Die Methode der Auftöfung der Gleichungen des drit⸗ 
ten Grades, weldye wir bis jetst unterfucbt haben, nennt 
man gewoͤhnlich die Cardaniſche; es giebt aber noch eine 
andere, deren Erfinder von Cſchirnhauſen ift, und weldye den 
Vorzug hat, daß fie directer und allgemeiner, obgleich we 
niger einfach iſt. Man findet diefelbe in den Actis ‚Eradito-. 
sum vom Jahr 1683 erfläct, und es kommt dabey daranf 
an, aus jeder gegebenen Gleichung ſo viel Zwiſchenglieder 
wegzuſchaffen ald man will. Der Erfinder derfelben trägt 
fie als eine allgemeine Methode vor, und wir werden fehen, 
daß fie ſolches wicklich iſt. Allein fie erfordert öfters die 
Aufldſung höherer Gleichungen als die,gegebene felbft iR, 
und iſt deswegen bloß bis bey den Sloichungen des Herten 
Grades brauchbar. 


Wenn x die unbefannte Wodhe! einer Sleichung iſt, ſo 
fonn man daraus ein Glied wegſchaffen, menn man 3 == y 
+2 ſetzt wo y eine neue unbekannte und a eine unbeftimmtz 
Größe if. Eben fo kann man zwey Glieder wegbringen, 
wenn man 5 hx Taf y, oder deep, wenn san x3 am 
ex? Fbxfaryfegeu. ſ. w, und 2, b und e «c, find daber 
unbeſtimmte Coefficienten und immer ſo viel, als man Glie⸗ 

der wegſchaffen will. 


, Ws diefe Het hat won aus Die unbefannte Gröfe x ans 


der gegebenen Sleichung vermuitteit der neuen angenomme⸗ 
nen 


— 
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ae Gleichung wegzuſchaffen, und man befommt darin eine | 


neue Gleichung für y von eben dem Grade als die gegebene iſt, 
worin moͤn fo viel Glieder So ſeten kann, als man unbe⸗ 
ſtimmte Groͤßen a, b, c, ꝛc. hat. 
Um alſo die Gleichüng des dritten Grades 
3 mr nx-P pο 
qu nehmen, ſetze manx2 br ra} 2 Auf diefe Art hat 
man x3 mbu2 Fax +3 yx= ='(werin man den Werth von 


2*2 ſubſtituirt) (b> + a HF y)x p blary). Bringt man J 


diete Werthe in \ ‚gegebene Deus % wird 
ol .(@&) | , 


« 


nd folgt DT 


N ze Gtmatyitp 


x =; 


geſetzt, 


% 


® 
% 


ca tptp% + b(e(a Fy)} p)(a tıry)— 
IT atypdratpemo , 
MR wenn man die Glieder nach den Dignitäten.von a + y 
Srdnet, und die Werthe von c und d wieder braucht, ° 
gras — lub} me — an)iy Fa) | 
# (nb2 } (mn — 3p)b } n2 — 2mp)(y- T a). 
— p(b Fmb2 Enbyp)=o.....(B) 


‚batmbtntaty BZ 
. Bringt man ferner dieſen Werth if die Gleichung x? = 
| bt 4 + 7 fo betommt man, bim=cb2 tebtn =. 


ſo daß man durch die Entwicelung der Poteftäten von y r a 


die Sleichuns | — 
am ‚tar teyte=o 
setomm, worin 


“K= 30 — mb — m2 } za 3 


ee a te Fa | 
. — 1 n2— amp". 


3 


Ta te 


* 
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„Ca: — (mb + mm2 — zn)a2 + (nb2. r (mai 39) 
* (o2 — 2mp)a — pib3 T mb? Tnb Tp) 
iD. Ran kann man das zweyte und dritte Glied verſchwin⸗ 
den laſſen, indem man A =oundBe=o annimmt. Dar 
durch bekommt man.die Gleichungen u: 
za—mb—m2fan=o. et 
‚„ga2 — 2a(mb } m2 —.2n) +.0b2& + (in. 3p)b 
Tn2 — zmp = 0 
Bir. dieſe Gleichungen laſſen ſich a und. b bekimmsen und 
die Gleichung für y bekoͤmmt die Som „arc= 9. welche 


\ ſogleid die breh Wurzeln = * c, y * — und 


"y=— * giebt, wenn 1,» und #2 die drey Wurzeln 
der Steihung x — ı = o find. Setzt man demnach in den 
vorhin gefundenen Ausdruck für x die’ aus den vorhergehens 
den.Sleichungen, ſich ergebenden MWerthe vona und b, und 
darauf für y..die drey Werthe der Gleichung y3 co 
fo hat man ſooleich die de Duzen x der gegebenes 
GSlejchung eg ung 
Da die erſte von den beyden glelchengen, welche a und 
b,gehen, zu dem erften und die.andere zu.dem zwenten Grade, 
‚gehört, fo iſt klar, daß die Beſtimmung dieſer Groͤßen nup 
von einer Gleichung vom zweyten Grabe abhängt, Auf 
vr man ſogleich 
—XE mb + m an 
ind wenn man diefen Werth in die zweyte Gleichung bringt, 
(ma — zu)b2 } (am? — zmn F gp)b T m4 — 4m22 
Fomptk2=o m. 
Aus dieſer Gleichung bekommt. man sven Werthen von b, 
welche man ohne Unterfchied gebrauchen kann, weil Se giles 
mal diefelden Werthe für x aeben 
es 


% 
\ 


welche wir bey der 
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Es Hat demnach dieſe Methode den Vorzug, daß ſie un⸗ 
mittelbar auf eine reducirte Gleichung vom zweyten Grade 
führt, Dagegen die gewöhnliche Methode zu einer reducirten 
Gleichung vom ſechsſten Grade leitet, Jadeß iſt die Aufld⸗ 
fung, welche ſie ao der Unbequemlichfeit. nit frey, 

edanifchen Kegel bemerft haben, 
Mr. 2. Denn da die Größe y drey Werthe, und jede der 


Größen a und b zwen Werthe hat, fo fällt in die Augen, 


daß daher ſechs Werthe fuͤr x entſpringen, welche Wurjzein 
einer Gieichueg vom ſechsten Grade ſeyn muͤſen. Indeß 
laſſen ſich dieſe ſechs Werthe auf drey doppelte Werthe zu⸗ | 
ruͤckfuͤhren, wie ſich feicht zeigen täft und wir bey der Care 
donſſcken Regel. hereits ‚gereigt haben, 


. 27 Br: u 
8. berdlent aber bey dieſer Methode bemerkt zu wer⸗ | 
den, daß man nit, fo wie von Tſchirnhaufen gethan bat, | 
Nachdem man die Werthe von a, b und y gefunden, jede 
Wurzel der Sleihung 2 — bx — a — y = ol die Wur⸗ 
zel x bettachten darf. Denn ſollte dieſes erlaubt ſeyn, ſe 


muͤßte dieſe Gleichung zwey “Wurzeln. von, der gegebenen 


Steigung enthafte und b die Summe biefer Beuden Wußs 
delt feyn. Da man aber b mit eben dem Rechte als dig 
Summe jeder zweyer andern vön den reg Wurzein der ge⸗ 
gebenen Gleichung anſehen koͤnnte % wuͤrde b’eben fo viel 


berſchiedene Werthe Haben’ mäffen,' ait knan die gedachten ° 


"Wurzeln zu zidey combiniven Fähn?? dnd es muͤßte alſo b 
ſechs Werthe haben, da demfelben doch nur zwey zukommen, 


| weil es don einer Slichung d dei arvegten Grades abhängt, 


&% iſt daher beh dieſer weechede nothwendig fiäh ſo wu, 
nehmen, dof- Be ahgefdmimene! Gleichung mit deu 'gegebeiten 
2 3 eine 


BE N 
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eine gemeinſchaftliche Wurzel. habe. Dat man alfo die Ders 
‚the von a,b und y ſo beſtimmt, wie es dieſe Bedingung er⸗ 
u fordert, fo muß man für den Werth von x die Wurzel der 
SGleichung 2 — bz — a — y == o möhlen, welche auch des 
‚ Gleihung x? Fmx2 fnx +p=9 zukommt. Zu dieſem 
Ende darf man nur den groͤßten gemeinſchaftlichen Diviſor 
beyder Gleichungen ſuchen, und dieſen Diviſor, worin x 
bloß in der erſten Dignität vorkommen kann, giebt einen 
Werth für x, der zugleich eine Wurzel der gegebenen Glei⸗ 
dung iſt. Es if aber leicht einzufehen, daß, dieſer Werth 
don x Fein anderer feun Fann, als der den wir oben auf. dem 
Wege der Elimination gefunden haben. 


Ueberhaupt kommt die gewöhnliche Sliminations : Mes 
thode mit der Methode überein, den gudßten gemeinfchafte 
lichen Divifor der beyden Größen zu finden, welche ‚die ers . 
ften Hälften zweyer Gleihungen ausmachen, denn die Nefte, 
‚welche man dur die daben nöthigen Divifionen befommt, 
geben, = = 0 gefegt, eben Diefelben Öleichungen‘, welche man 
Buch die Elimination erhält. Der legte Reft,. worin fi 
Pie unbefannte Größe nicht mehr finder, . ‚muß ſeyn, 
wenn die begden gegebenen Größen einen gemeinfchoftlichen 
Divifor vom erften Grade haben follen, und diefer gemeins 
ſchaftliche Diviſor iR der vorletzte Reſt und enthält die uns 
bekannte Groͤke bloß io der erfien Dignität. Setzt man ihn 
daher = 0, fo hat man, einen Werth des unbefannten 
‚Größe, welcher eine gemeifünftic Buy beyder Glei⸗ 
sungen ift. 


In dem Exempel der 1oten N. "find die Bleihungen 

‘ (A) und (B) ‚Diejenigen, weiche man ‚Arfümmt, wenn man 
‚den vorletzten und ‚legten-Reft.—g. ſet, a ‚tolglih der 
nn | u Werth 


J 
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Werth von z, welcher aus der Gleichung (A) gezogen wor⸗ 
den, der einzige, welcher zu gleicher Zen cine Wurzel der 
gegebenen G ichans iR. 


r 


12, 


Bey dieſer Gelegenheit wird es nicht undienlich ſeyn, 
eine andere Bemerkung in Anſehung der Methode beyzu⸗ 
dringen, welche man einzuſchlagen hat, wenn zwey Glei⸗ 
chungen mehr als eine Wurzel mit einander gemein haben 
ſollen. Sollen zwey Gleichungen zwey Wurzeln mit einan⸗ 
der gemein haben, ſo muͤſſen ſich beyde durch einen Faktor 
vom zweyten Grade dividiren laſſen. Iſt man daher, in⸗ 

dem man den größten gemeinfchattlichen Divifor deu begden 
erften Hälften der gegebenen Gleichungen ſucht, zu einem 
tete gelangt, worin die-unbefonnte Gräfe den zwey im. — 
Grad nicht überfteigt, fo muß diefer Reſt von eu ſeyn, 
wenn die gedachten. Öleichungen zwey Wurzeln gemein has 

- ben follen. Run enthäft dieſer Reft nicht mehr als zwey 
Slieder, eine, worin die unbefannte Groͤſte ſich nicht findet, 

vnb eine, welches die unbefaunte Größe in der erften Digni⸗ 
Tat enthält. Man muß daher jedes diefer Glieder für fib - . 
= ſetzen, um die Bedingungen zu befommen, toobep Die 
gegebenen Gleichungen zwey gemeinſchaftliche Wurzeln has 

ben. Wollte man den Weg der Climination betreten, ff .- | 

müßte man bey der Gleichung ftehen bleiben, worin die uns -— 
bek Nnte Groͤße bloß in der erſten Dignitaͤt befindlich wär, - 
und bepde Glieder derfelben = ſetzen, wobey dann die vor⸗ 
hergehende Gleichung des jmenten Grades bie beyden ges 
meinſchaftlichen Wurzeln enthalten würde. Es fiimmen das . 
her auch hier beyde Wege mit einander überein. 


4 Man 
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¶ Man erfennt Hieraus leicht, wie man ſich zu verhäften 


hat, wenn zwey Gleichungen drey und mehr Wurzeln mit 
einander gemein haben ſollen. Hat man indeß die Bedin⸗ 
gungen gefunden, wobey die Gleichungen eine Wurzel ge⸗ 

mein haben, fo laſſen ſich daraus leicht Diejenigen finden, wo⸗ 
bey denſelben zwey und mehr Wurzeln gemein find. 


Angenommen nemlich, daß die beyden gegebenen Glei⸗ 
chungen, melde eine gemeinſchaftliche Wurzel x haben, alb⸗ 
gemein durch P = o und Q == o vorgeſtellt werden, fo bes 
Fommt man, wenn man P=y anftatt P= o nimmt und 
Darauf x aus bepden. Bleigungen wegſchaft, eine Gleichung 
für y, welche 

rerpetytr=o 
nun beyde Gleichungen P=o und Quo 
he Wurzel haben, oder beyde zugleich 
muß y einen Werth = a haben, und es 
» Bedingung, bey welcher jenen @leichuns 
gen eine gemeinfcaftlihe Wurzel zukommt. Sollen ferner 
zwey Wurzeln gemeinfchaftlich feyn, fo muß es darin zwey 
‚Werthe = o geben, und man hat demnach die Bedinguns 
" gnr=aundg=o. Sollen drep Wurzeln gemeinſchaft⸗ 
lich ſeyn, fo müffen deeg Werthe = o feyn, und dies giebt 
die Bedingungen = 0, geowmdp=o, uff 


UmP=oinP=yoderP —y=o ju yerwandeln, 
darf man nur das legte Glied der Sleichung Po umdie 
Größe y-vermindern, und alfo, wenn Pant exn-ı } x. 
Fei,e—y für g fegen. Nun iſt die Gleihung ya + 
aym-z FF py2 Faytr=o dieichige, welche man, 
durch die Wegſchaffung von x aus den Gleihungen P= y 
und 2 o0 erhaͤlt. ne man alfo darin y=='o, fo wird 

“ ı=o 
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6 die Gueichung welche aus den Gleichungen P =e 


und Q== o duch die Weslchafung von x entſpringt. Hat 
man demnach die Sleihung r='o, fo Part: man darın nur 
—y für e fegen, um unmittelbar die Gleichung yw } aym-r 
Ti tpy2 For tr=o zu befommen. ‚Nun iſt aber r 


eine Funktior von g, und’ will man darin « — yr efube 


fituisen, fo wisd in 
dr dir dr J 
tin FETT 
und folglich 
-_E .o® 
‚eo. Pam “ 


Wenn alſo x o feyn,muß, damit die E 
und Q=o Eine gemeinfaftliche Wurʒe 


zu zwey gemeinſchaftlichen Wurzeln * 
dreyen ro, den ıd = f 
wbegen rm o unb Era 
bey & das legte Glied der einen von den gegebenen Sin 
gen if 


a 


. , 1% 
uebrigens iſt Mar, daß Die Wurzeln der Gleichung für 


nichts anders find als die Werthe von P, welche fich erge⸗ 


ben, wenn man anftatt x jede von den Wurzeln der andern 
Sleichung Q= o fegt, welche wir durch x, x", xꝛc. bes 
zeichnen wollen. Läßt man daher PA, P, P'’, ac. die Wers 


the ſeyn, welche P durch diefe Subftitutionen erhält, fo hat, 


man Er == P/P”P” ıc, und es iR folglich die Gleichung 


ri= 0, welche man durch die Wegfchaffung von x aus den . 


Gleichungen P=o und Q=o befdmmt, nichts ‘anders 
als ein Produßt, ans den Gleichungen R'== 0, RP" =, 
7 u Purzg 


“ 
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pSo ꝛe. Man kann aber diefes Produkt jedesmat fin 
den, ohne die Wurzeln der Sleichung Q o zu kemien, ins 
dem fich die Funktionen von x‘, x”, x", ıc., welche in dem⸗ 
ſelben vorfommen, durch die bioßen Coefficienten der Glei⸗ 

chung Q= 0, wovon x’; x”, 2"% ıc. die Wurzeln find, aus⸗ 


drucken laſſen. Man kann über dieſen Gegenſtand Cramers 


Antroduction a lPanalyſe des lignes courbes zu Rathe zies 
Den, fo mie auch eine beföndere Abhandlung von mir, in 
welcher ich “allgemeine Formeln gur unmittäbaren Darftels 
tung diefes Produkts gegeben Habe. Hier begnüge ich mid, 
daraus, daß die durch die Wegſchaffung von x ſich ergebende 
Gleichung mitselft der Bleihungen P= o und Q= o dur 
m “it werden kann, die Folge zu ziehen, 
befchaffen fenn muß, daß die Coeffi⸗ 
P=o darin allenthalpen Produfte 
n bilden, als es Größen P’, P”, P” 
x", x" 2c. in der Gleichung Q=o 
heiten der &rponent diefer Gleichung 
dat. Eben fo verhält es ſich mit den Coefficienten dee Glei⸗ 
dung SO, welche in der durch die Elimination hervor⸗ 
gebratten Gleichung allenthalben Produkte von fo viel Dis 
menfionen bilden, als der Erponent der Bleihnng P == o 
Tinpeiten hat. 


14 


\ Hieraus läßt fich überhaupt folgern, daß man nad) der 
Sfeienhaufenfhen Methode allemal eine Sleichung für y 
befommt, welche zu eben dem Grade gehört als die gegebene, 
und. doß-in diefer Gleichung die Erden wa, b,c ıc. (die 
Einheit ald Den Eoefficienten des hoͤchſten Gliedes mit eins 
sohn) allenthalben deodoen von. fo: viel Dimenfionen 

bilden, 
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= Bilden; ais Die Zahl des Grades der gegebenen Gleichung 
Einheiten hat. 


Angenommen alſo, daß die gegebene Sleichung fir x 

u dem mten Grade gehöre, und daß die Häffsgleihung 
ytatrbıteztre mar \ 

ſey: fo wird man eine Gleichung für * vom Grade m von 
diefer Zorm enthalten, 

yn+ Ayn-ı + Bym-a + Cym-s re=o 
‘fo daß A eine einfache, B eine zwiefadhe,.C eine drepfinhe 
Bunktion von a, b, e ⁊c. iſt, uff: 


Ueberhaupt wird das nte Glied allemal eine ratior ne 
und ganze Ganftion-von a, by c, 2. vo 
feon. Nimmt man demnach fo viel uı 
als man Glieder verſchwinden laffen ı 
leicht einzufehen iſt, zur Wegſchaffung 
‚bloß eine Gleichung vom erſten Grade 
..befannten Größe aufzulöfen. Sollen hingegen dag ame ne 
‚und dritte Glied weggebracht werden, fo muß man zw ey 
Gleichungen von zwey unbefannten Größen, die eine vom 
‚eriten und die andere vom zweyten Grade auflöfen, wodun d 
„Die Endgleichung allemal eine Gleihung vom zwwepten Grad 'e 
wird, mie wir oben gefehen haben. Coll das zweyte, dritt € 
"und vierte lied weggeſchaft werden, fo hat man dren Gfeb ı" 
&ürtgen von eben fo viel unbefannten Größen aufzulöfen, 
‘davon die eine zum erſten, Die andere zum zweyten und die 
dritig zum dritten Grade gehoͤrt, und gelangt I endlich zu 


‚einer Gleichung vom fechsten Grade. 
.. 


Um überhaupt zu gleicher Zeit das pte, qte, ste Glied 
ꝛc. wegzufhaffen, "hat man ſo viel Gleichungen. aufjuldfere 
«ie ‚man Glieder wegbringen will, und diefe Sleichungen 
&. \ enthal⸗ 


. l 
I . J 
'goo ' I. Von den Gleichungen, 


‚enthalten zugleich eben fo viel unbefannte-Größen. Werner _ 
find diefe Steihungen Gleichungen vom’ (p — Liften, 
(g=- niften, (er — jften Grade u. f..w. fp dab die Endgleis 
ung zu dem (p— Da-ık—n.. .. ſien Grgde ges 
‚bört. Um alfo aus der Sleichung ym + Ayn-z +Bym-z 
Fe. F M=a alle Zwiſchenglieder wegzuſchaffen und dies 
felbe auf die Form yn F Mo zu bringen, deren Auflds 
fung; allemal möglich ift, gelangt man zu einer Gleichung 
son Grade 1. 2. 3... (n — 1), und dieſer Grad if alemal 
hoͤh er als der Grad der gegebenen Gleichung m, den eini⸗ 
gen: Fall ausgenommen, vnn= 3 iſt. 
18. 
wir zur Tſchirnhauſenſchen —* der 
doritien Grades zuruͤckkehren und aus allge⸗ 
und unabhängig von der erklaͤrten Climi⸗ 
e die Irſache kennen zu fernen ſuchen, wars 
g zu einer reducirten Gleichung vom zwey⸗ 
te ı Grade führt, da man bey der gewoͤhnlichen Methode zu 
ei 1er veducieten Gleichung vom fechsten Grade gelangt. Fü 
di rm Ende betrachte ich die Hülfsgleichung a = bx Fat yı 
fr r welcher y dutch eine zweygliedtige Gleichung vom dritte 
Zrade von der Form y3 Co bertimmt werden muß, 


deren Wurzeln y +Yc, ya-urc, y- PIXz: 
find. Da diefe drey Wurzeln den drey Werthen von x in 
der gegebenen Gleichung x3 mx? Fnx Fpcrp entſpre⸗ 
‚Gen muͤſſen, fo hat man, wenn man diefe Werthe dur 
x, xt, x! ausdeudt, folgende deep Gleichungen... 
“x. =br Fa— je . 
BETZ bx— 7.2 Dura (> 


a cut etc 


N x 4 
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und aus dieſen Slercdungen laſſen ſi ch die Werthe von und 


» ziehen, wenn man Y C daraus meggebracht hat. Denn 
Addirt man diefelben, nachdem man die zweyte durch « und 
Die dritte durch 42 multipliciet hat, fo befommt man, da 
24 und 1 2 ⸗o iſt, 
x2 baxt2 + az = bla Fax’ t aaxtr).' 
nt und daraus ergiebt fich 
5 bo x’& * ax'2 + 42x“2 
. — ax“ * 2x’ 
Dieſe Gleichung ſetzt in Stand, den Grab der Glel⸗ 
&ung zu beurtheilen, durch welche b beftimint tverden muß. 
Denn da diefe Gleichung fo viel Wurzeln haben muß, als es 
Werthe von b giebt, und die Werthe von b nach den Verfes 
Bungen ſich richten, welche man mit den Wurzeln x’, x", x", 
vornehmen kann (At. 6, wo die Buchſtaben a, b und c veben 
Das bedeuten, was hier x’, x”, x’): fo kann die Groͤße b 
Ä aberhoupt ſechs Werthe haben, nemlich 
x'2 + ax'’3 + ur2xi2 
OxFax’}r 62x’ 
x'2 + uxu2 a223 
x’ Fax’ fazx" 
"yuz + axt'2 + 2x8 
x 7 ax’ rF o2x' 
22 — 
a". AX T En 
zu + ax’2 + 42x2 
77— 
za } ax'/2 TasxXz J | ® ' 
/ re ax" T a2x | 
Uederhaudt genommen muͤßte alfo.die Gleichumng für b eine 
Sleichung vom ſechsten Grade kon; allein. man muß dier 
run | nicht. 


f J 


a 


| "902 NL Bm den Weichyungen, 


nicht aus der Acht: laſſen, daß der erfte, dritte und fünfte 
von den vorflehenden Werthen, fo tie auch der zweyte 
vierte und fechste einander gleich find. Denn multiplicirt 
man den Zähler und Nenner des erſten durch =, fo geht ders 
felbe in den fünften über, weil #3 = ı und #4 iſt, und 
multiplicirt man mit «2, fo befommt man den dritten. Eben 
ſo erhaͤlt man, wenn man den Zaͤhler und Nenner des zwey⸗ 
ten durch ⸗multiplicirt, den vierten, und wenn man mit 
«2 multipliciet, den festen. Da alfo die Sleidung vom 
‚festen Grade für b zweymal drey einander gleiche Wurzeln 
hat, fo ſinkt fie Dadurch zu einer Gleichung vom stepten 
Grade herab, weil fie nichts anders feyn Bann. ald-der Cu⸗ 
bus einer Gleichung dieſes zweyten Grades, und dies ift die 
Urſache, warum b bloß durch eine Gleichung vom zweyten 
Grade gegeben if. (Nr. 10.). \ 
Was die Größe a betrift, fo hat man, wenn man diE 
drey Gleichungen (C) addirt, dar Fate =oifl, 
x’2 + x''2 + 2 = bir + x + x") + 34, 
Jun it ader 
x't+x“ Ta’ — — m und x’2 + x''’2 T xe2 u m2-—.üon 
folglich F 
m2 — zn = — bmT 3a 
und 
n "dm tm2 — on 
- 2 San — 


ſo daß man a tom, ſobahd eer Derth von b bekannt Ro 
| 16. 


x’2 # “23 + 2x2 
u Born welche den Werth 
don b ausdrudt, iſ deswegen ſehr merkwuͤrdig, weil ſie dey 
allen Berfegungen, welqhe man -mit den. Größen x’, x" 
und 


- 


s ⸗ 
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und . x" vorniimt, entweder dieſelbe bleibt, oder in 
x? fax”? a?x''2 
a tax Fax” 

. Ben nothwendig Wurzeln einer quadratiſchen Gleichung ſeyn 

muͤſſen. Man fönnte dieſt Gleichung a priori finder, wenn 

man die Summe und. Das Produft dieſer beyden Groͤßen 

ſuchte, wodurch man zu einer ſolchen Gleichung für b gelan⸗ 
‚gen wuͤrde, ale wie oben Nr. io gefunden haden. 





Auherdem laßt ſich noch folgendes bemerten. Wen 


man die beyden Nenner _" 
X Fux” tr ati und x’ 4 ax T a2x". 
mit einander mültipliciet, fo befommt mar gum-Produfte 
za dat dan de hgtlaat Rath oatar) 
Nun if aber 
x'2 7 x‘? * 2 — m®. — en; x'’x'' + xx m 4 5 Zu 
zsımete=—ı 


u‘ _ folglich wird jeneh Veodult 
* m? — 3n: "- 
Munidplicitt neo ferner dmnßähler 


übergeht, megwegen Diefe beoden Groͤ⸗ 


x'2 Fax’2 4.4222. durch den Renner x’ * —2 + 1“ 


mit einander, fo erhaͤlt man das Produtt 
x'3 + x’'3 + x'43 + „(xx gu y g'2 Ir zena x") ?_ 

mt(zlagtı r x2.' + ztagt) . , 
und diefes Produkt laͤßt ſich, da x’, x”, x" eben die Wurs 
zen find, wel®e wir fanft u, hund. c genanni heben, au 25 

" Lebt JaMFaN.... . 
oder da x xt! pP iR, Re 12 un + 
L+6ptaMjuN.. . | 

auttendei Auf diefe Art verwandelt ſh der Druch 


xa ax’? - air 





wenn 


Zu 


, 


r - nr — ——— 


1— MieN= 


\ 
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wenn: man Zähler und Renner duecb.x' F- ex“ + 2x mul- 
‚ eplicit, in u on 
1 * =? 4 “M + “N 

— 31 


m auf hnliche Art ei man füt 


a T gxWs2 + were 
‚wenn mar Zähler und Menner durch x ax te wart an, 
uiplicirt, J 


L+6ptentem 
| re mim a 
Bm aber MD on . nn 
” —— za und. 0 

=L7 3.NT 3.M " 


| rain | 
I — —tL 
3. 


Zr 








= und un FeM= 


gelglich laſſen ſich die vertritt Bruͤche auch varch 
Hal op: arte 
3m? — '3n)° ' 3m? — 30) 
oder nach Nr. 8. dutch 
vztaLt6p ind e 5 
73m? ⸗ 36) Ka? — zn). 0.00: 
edeucten⸗ wenn 2’ unds“ bie Wurzeln der Slichung 
2°. j (am? —gian Typ) t(m? — anime _ 
find, welches die reducirte Gleſchung if, die man nach dee 
Eardanifchen Regel bekommt.“ - Du 


uf dieſe Yet erhellet die Verbindung und Acheligren 
dieſer Methode mit der Tſchienhauſenſchen deullich. 
rt \ " | E | 17. . 


1 


BEE yo bedeuten: -- ” 


} 





! 


©. Bemerf uͤber die algebr Aufl. der Glelchungen. 303 
wann 7. * EZ 


3°: Peslusbeut ft Mt. 10.) weichen / die Nahen 


ſenſche Methode giebt, läßt fich, auf die Som zn 
. P .n 2 5 - . Is '. “ «A 2 “f * gyY: ' tt. -» oo. 7 very ã 

J x um— —— — 

J kfy ng 


‘bringen, wenn f, g und k undeftinmte Gröfen find, und y 


Die Wutzel einer. zweisliedrigen · Gleichung Dis dritten Gras 
| Man hat alſo aut noͤthig hermitteſſt djeſer Heyden Glei⸗ 
chungen y wegzubringen. Da die erſte Gleichung y * 
— giebt | 
x, _ 
X 





‚ fo bekommt man, wenn man diefen Werth 
N —— Zn ee ee Zr Zu \ 


, " J f — 
in Die weyts Gleichung brisgt, hf Gans) =«& 
Dies iſt eine Gleichung des dritten Grades, welche man mit 


der gegebenen vergleichen ·Fann, wodurch man in den Stand 
. gelegt wird. die Größen f, g,,k und h zu heſtimmen, Fine 


bleibt willkuͤhrlich And Fang ‚nad. Gefallen, angenommen 
werden.. 
Ge See EEE EEE EEE EEE DES Ba Zee ze 
Diefe Methode, die Gleihungen des drit en: Grades 
aufzulöfen,, ift bergitä yon Bezout gebraucht worden; man 
Dergleiche die Memeisen der Afademie der Wiſſenſchaften au 
Paris vom Jahr 1765, wo derfelbe auf:cine-fehe vorsheißs 
hafte und gluͤckliche Art vecmittelſt dieſer Subſtitutionen ing 
große Menge von Gleichungen: von allen Graden auflöfet. 
Ich bemerfe hier bloß, daß man nur a ptiori den Grad und Ä 
die Form der Gleichung ſuchen darf, wodurch einer von ben 
Coefficienten f, g, 2c. deſtimmt wird, wenn man zum voraus 
wiſſen will, was man fich von diefer Methode für die Glei⸗ 
chungen des dritten Grades zu betſprechen dat, Zudem 
| —U— Ende 


* 


r x 
P) \ 





J 


2066 :. . 1 Von ben Gleichungen. 

Ende ertwäge man, daß man wegen sr = 0 deep Wer: 
the für „hat, nemlich — Yb; fh, — 2276, welche 
in den Ausdruck x ae are, drep Werihe von x oder 


x, Kl . ' geben. | e Ä - 
wimmt man daher. die Sleigung x(k + = =f}gr 
oder kx — ff} «—-gy=o, fo ergeben: ſich daraus fel⸗ 
gende drey: 


won Sa 2 (x" ons, 
kur -f- az" J 


d Kan — — Pre _ BY — u 
Uddirt man diefelden, fo befonmit mn; da x + * x" za 
— mmıjej«= o iſt, WE 


’ 


mitt art ee 
Multiplieirt man ferner die zweyte durch « , und die dritte 
durch wa’, und addiet auch tut, fo wird 


ka Fax” + 2x) — _ (&' * —* a: = 
Diele Gleichung gibt  : '’ | 
2 Nie kfz Fax" —R 
‚= T ax’ #a2x” 
wa wenn man dieſen Werth in die erſte Gleichung bringt 
and durd) k Dort fo erhält man 
CE Li 


nn u t3 4 x' T —B a2x" EEE Q 
worqus ſichchchh.. — 
Su. f .. (x' + ar" + waxi2. 


— *— m — Ja Fraxlu $ asg”) 755 
| auen Aus dieſem Helene laͤht ſich ſogleich erkennen, 
v ne 
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daf die Groͤße nicht mehr als zwey verſchiedene Werthe 
baben und alſo Steh durch eind Gleichung vom zweyten Grade 

gegeben werden kann, denn 1er Bruch Ein teen 
(a '} ax Fa2x")2 

x Tax’ ta2x’ 
über, wenn man die dren Wurzeln x⸗, x", x⸗ verſetzt. Noch 
leichter uͤberzeugt man ſich hiervon, wenn man den Zaͤhler 
und Renner der erſten Funktion durch x’ F ax’ 42xV und 
den Zähler und Nenner der andern durch —XE 
multiplicirt. Man erhaͤlt ven duch: dieſe Rtukiplichrion 

nad der vorhergehenden Ir. 
(x’ + ax’ F a2x'')3 un (x! + ax T a2x'') 3 
m® — 30’. m2 — 3n 
. oder Ar. 7. . 
r3 007,83 0 ‘ al. 


2 
m? — zn mE zn 5 ud zn 


J 


Bleibt cauweder derſelbe oder geht in 


ſo daß die bexden Werthe von — 


2* ‚x 


— man) ® “ 3(m2 zn) 


"werden, wenn 2’ und z’ die Wurzeln der oben für z gegen - 
benen Gleichung ſind. | 


x 


18. 





um zu dem Yusdrude für x, er * guchehjußehten, fo 
wollen wir, da y darin eine durch die Sieichung y3rhezo 


beſtimmte Wurzelgroͤße iſt, dieſe Wurzelgroͤße aus dem Nen⸗ 


ner wegbringen. Dies geſchieht, wenn man den Zähler. 
u 42 | und - 
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und Nenner jenes Bruchs durch k3—kyty2 multipliciet, 
indem er dadurch in 


k2f + (k2g — Ort kn 2 } gy? 
ZEN 


oder, wenn man — h für y2 ſetzt, in 


kaf — he T er —ıi- Or re— kg)y2 
verwandelt wird. Dieſe Srhke er ſich auf die einfachere 


| Som at by + er” zuruͤckfuͤhren und man hat alſo all⸗ 
gemein 


warbytep 


- 80 a, bund e unbeflimmte Eoefficienten, und y die Wurzel 


aus einer zweygliedrigen Gleichung des dritten Grades von 


: der Sorm „?th=oif 


Dieſer Ausdruck iſt eben der, den Ruder und Beont 
aufgenommen haben, um die Wurzeln der Gleichungen des 


u deitten Grades auszudruden, und nad) ihrem Uerheile läßt 
ſich derfelbe-auf alle übrige Gleichungen ausdehnen. Man 


findet dieſes ausführlich im neunten Bande der neuen Com⸗ 
mentarien der St. Peterburgiichen Akademie der Wiſſen⸗ 
ſchaften und in den Memoiren der Parifer Akademie dom 
Jahr 1765. - 

Um alfo die Gleichungen des dritten Grades nach diefer 
Methode aufzuldfen hat man nur nöthig y vermittelt der 
beyden Sleihungen x—= a TbyTcy2 und „y’ rh=o 
wegzuſchaffen. Hierdurch befommt man eine Gleichung für 
x dom dritten Grade, wie man fi) Davon durch die vorhin 
erklaͤrte Eliminationss Methode überzeugen fann. Ber: 
gleicht man darauf dieſe Gleichung Glied für Glied mit der 
gegebenen, fo erhält man drey Gleichungen, vermittelk mel: 


"Ser fi drey don den unbeſtimmten Brößen =, b, c, I bes 


ftimmen 


v 
_ 


€. Bemerk. über bie algebr. Aufl. der Gleichungen. | 305 | 
\ x 


ſtimmen laſſen, und die vierte kann nach Gefallen angenom⸗ 


men werden. Bezout ſetzt vom Unfang an — 1, aber 


Euler behält folbes bis zu Ende dey, und fegt darauf dies 
jenige Größe = 1, melde ihm das einfache Refultat zw _ 
geben ſcheint. Dies if dee ganze Unterſchied, welcher 19 


mwiſchen behder Methoden findet, 
19. 


um dieſe Methode a priori zu prüfen, fuchen wir nad 
unſern Grundſaͤtzen die Form und den Grad der Gleichun⸗ 


gen, wodurch die Eoefficienten a, b, ⁊c. beftimmt werden. 


Da De Sieidung 1*Ph =o die drey Wurzeln, — -Yh, 


— PR h, — Pre, h hat, fü ergeben ſich daher paris fols 
gende drey Gleichungen: : 


x =4— mt fi 
Pr =ı— eb tern 
v ut wcyhs 


Addirt man diefelben, fo befommt man. 
a=xrxıpe=—m. 


Multiplicirt man hierauf die zweyte Durch “2 und die dritte 


\ 


durch ⸗ und addiet wieder, fü wird en 


x Fasz aa gbyYh . 
und multiplicirt manendlic die zwerte durch = und Die deute 
durch⸗ 42, ſo finder man - 


x' + ex" + ati — = eYha \ 
Setzt man nun h s—1nf ergiedt ſich 


= gt + PR CL + ax. 
— — — 


| u 3 — — 


\ 
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x tax". ‚arzt 2. 
ee , 


3 
Diefe Ausdiäde find aber eben die, weiche wie. oben nach 


der Cardaniſchen Regel für die Wurzeln der reducirten Gleis 


dung des dritten Grades gefunden haben, und es folgt alfe 


| daraus, doß auch die Größen b und c durch chen die Bleis 


dung vom ſechsten Grade, welche ſich wie eine Gleichung 
des zweyren Grades auflöfen läßt, gegeben feon ı werden, 
Dieſe Sleiduns Mi x 5 3. 


und dies ik auch at, mo Dow na feinem Lalcul ge⸗ 


funden hat. 


Setzt man aber, anftatt h= =— 1 zu nehmen, mit 
ulenb=ı, fe befommt man _ BEE 


‚x T ax’ rı w2x" ee — Ye h und x‘ + ax t a2" 


\ “ ur zcYh2" 


Erhebt man n die erſte Gleichung zur deitten Dignität, fo wird 


„hz 56 + Per + “2x")3 


oder menn man die. Benennungen der gten Nr. braucht, 


83 2 
— h m — u — 
27 27 


Man fießt hieraus, daß die Groͤße —h durch eine Glei⸗ 
Yung vom zweyten ide gegeben wird, deren Burzeln 
zi und = 27 find. Hat man h gefunden, ſo braucht man nur 
die wern Sleicuig mit! der erhen zu multipiiciren, um 

— Ich == (a } ax" ,} a2x")(a + ax’ } 02x”) 
gu befommen, und diefes läßt fih (Nr; 16.) auf 
IL < ‚ — Och 


6, Berꝛerk. üben die algebt Aufl. ber Bleihungen. 3r£ 


— 


mise get m - In. 
zuruͤckfuͤhren, woher : \ 0, ie 
er tan: ne 
er Eee 2 
. /. J 
wird. . .. 2 


20. 8 


x 


Dies find die vornehmften Methoden non denen, welche 
man bisher erfunden bat, die Gleichungen des. dritten Gras 


des aufjulöfen. Nach der Unterſuchung, melde wir darüber 
angeſtellt haben, ſtimmen ſie im Grunde mit einander uͤber⸗ 
in, weil Die Hauptſache dabey auf die Exfindung reducirter 
Gleichungen ankommt, deren Wurzeln allgemein dur x’ } 
ex + a2x‘ oder durch (z’ Fax” T »2x')% oder, welches 
eben dasauf-binausläufe, durch Größen, welche. diefen pros 
portionell find, ausgedruckt werden. In dem Falle, wo die 


Wurzel der reducirten Gleichung x’ T «x" Fazx if, ges. 


Höet diefe eeduciste Gleichung zum festen Grade , läßt ſich 


ofen alß eine quadratiſche Gleichung aufldſen weil ſie bleß 


die dritte und ſechste Dignität der unbekannten Größe enthält. 


Den Grand davon findet man Nr. 6. Im andern Falle, 
wenn die Wurzel der reducirten Gleichung (x⸗ Lx“* 2x3 , 

iR, gehört Diele. sedüsiete Gleichung zum‘ zweyten Grade. 
Diehes Hieht theils nothrgendiger Weiſe Aus den Vorherge⸗ 


handen, theils it ſolches Nr. g. directe hemiefen worden. 
Ehe ich diefen Abſchnitt beſchließe wird es wegen. Ab 


Folgenden nüglich ſeyn, ein Paat Worte über die Auflöfung - 


der Gliigmig x? —ı o, deren Wurzeln wie 1, “und p 


x 


geſetzt haben , fo wie ‚an; über: die Aufloſung Dir allgemei⸗ 


nern Sleichung a ee 


— 


4a - — Das 


Aue 
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Dos fällt. fogleich iM hie Bingen, daß, die eige von den 
Wurzeln der Bleihung x3 — ı die Einheit iſt. Um alfo Die 
beyden übrigen Wurzeln zu finden, darf man diefe Gleichuns 
nur durch x — ı dwidiren. Hierdurch befömmt man x2 — 
xTı==o, und daraus ergiebt ſich 


_ + _ 
' x „__ıEV73 
2 ‘ 
Man hat demnach | 
 _ —-ıtrV — — 
ne — —* und =. — nn 


und kann ſich leicht davon uͤberzeugen, daß 442 iſt, wie | 
bereite oben a priori gezeigt worden. Denn erhebt mon = 
jum Quadrat, fo dekommt man 

. 1 —323 
4 J 





Es ſey uͤberhaupt die pibepgiledrige Gleichung za ı 
= T- gegeben. fin eine sufammengefegte Zahl oder. n=pg, 
{ fo-tedweirt fich die Huftöfung dieſer HGleichung allemat auf 
die Aufloͤſung zweher "ähnlichen Gleichungen, wovon die eine 
dem Grade p und die andere dem Grade q zugehdrt. Denn 
fest manxı=y, fo wird my? und folalich yP- -I=0 
Angenommen alſo, deß man dieſe Sieichung't dom Srade p 
aufgelöfet habe, und daß ⸗ ‚eine ‚don den Würjeln berfeden 


ſey, fo hat man xı — .=o, oder wenn man ty 
feg, 11 — ı=0. Iſt aber diefe Gleichung aufgeloͤſet, ſo 

kennt man ben Ber von t und. anna auch den von x. 

2 1* 

Dr Dean: die. n Inder Beihone xa -I1= =. Q eine zus 
fammenaeht;regnhl. iR, ſo kommt ae bey ihrer Aufldſung auf 
die Aufitdſuns ſo vieler Gleichangen an, als n Faktoren hat, 

net re fo 


t 


— — 


6. Bemet dben ie algehr. Aufl. den Slekungen. 913 
ſo dat die menenen Den theide n je Bat von 


n ſind. en 


Es ſey demnach n ‚eine ‚ungerade Zahl und die aufzulds 
fende Gleichung x2rtx — 10. Da ı allemal eine Wur⸗ 
zel diefer Gleichung iſt, fe Tann man bieſelde durch x-1 
dividiren, wo denn der Quotient iſt 

xzap p xap°ı +xz2r-2 Fi 4x2 rx ta 0. 
Nun läßt ſich aber dieſe Gleichung vom Grade 27 auf den 
Grad p herabbringen. Denn dividirt man durch zr und 
fegt die Glieder zuſammen, die von der Mitte wein weit 
entfernt find, ſo bekommt man 


ap + „tet; ti * xa F er 4 xt7 Ä 


. T. IS. on 
Man fe: x + = =y und erhebe y zum Quadrate, zum 


Sutası. fo won ee ee EEE ee 


.. a \ -T' u : . 
» = 24% 2 u? arten 
‚folglich. | 
Tr zer-a x3 tsen-m 
SPIELTE, und Ügehaupt 
r(r — 3): 


„}+-= — nm: t NT 


zatoe ) 41-6 + ic i u 


diefe Reihe ſo weit ſorrgeſcet bis man zu gain Pote⸗ 


faten von y fomme F 


usc | Bringt 


Pr} 


Alſo befeht das gpime Gefpäfte in der Aüfldſung der . 
Sleidung x1 o wenn n eine Primzahl if, | 


Ne 
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" Bringt men: demnach Diefe-Subfinsrionen in die vor⸗ 
hergehende Gleichung/ fü erhält man eine Gleichung für y, 


‚worin alle, Poteſtaͤten von y pofitio fi nd, und die höchtg Dos 
teſtaͤt von y den erbonenten e ht j ſo daß diefeibe um pten 


“ Grade gehört. | 


In man aiſo im Siaide diei ðleidun⸗ aufzuldſen, ſo ſo 
findet man dadurch p Werrhe von. y, und jeder. diefer MWers 
Ahe giebt darauf durch die Auflöfüng der Gleihung x3 — 
xy t ı 0, zwey Werthe fuͤr x Auf diefe Art befommt 
man. ap Berrhe für x, und fegt man dazu die Einheit, fo 
het man alle Wurzeln der Gleichung zart? -ıma 


Golglih laffen ſich dieWurzein berGleichungen 3 1=o 


23 — 1z20und x — ı = durch die bloße Ertraction der 


Duadratwurzel finden, und man iſt daher auch im Stande, die 


Gleichung x — 12 0 aufzuldſen, iwenn n Peine andere eins 


| in Faktoren enthaͤlt als 2, 3, 5 oder unter die sorm 


.3e , 5° gehoͤrt. Alatınt män die Auftöfung der cubi⸗ 
F Gleichungen zu Huͤlfe, ſo iſt auch die Aufloͤſung der 
Gleichwus 37 — 1ı= 0, ſo wie auch die Aufloͤſung der 
Bieiung niıeo mögtid, 2 wein u ‚unter der Sorm 

„3. 5° : 7” begriffen Wi 

„ .. 
Weiter kann man indeß nicht sehen, weir die deimahl, 
die zunächft auf 7 folgt, 11 iſt. Hiezu wuͤrde die Aufloͤſung 
der Gleichung? — r=0o und alfe bie Aufloͤſung einer 


Gleichung vom fünften Grade erfordert. — 


88 mag indeßen eine Zahl bedeuten, was & für eine es 
wi, fo kann man die Wurzeln das. Gleichung a’ — 1 =o 
allemal ausdrucken, wenn man die Lheilung des Umfangs 

des 


s J 
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dei Kreifek ine, and zu Dit aim, ai ie Dan uk 
werden wird. 


F Bd 
Br De A | 


. . .r. 2 * 
wa re: Fe #7 


ur“ 


, Die Methode, melde toi gebraucht haben; um die B 
Sleichung 126 x2p-T Ko, Px fi=o auf den Grad p | 
Yerabzubringen, käßt- ſich überhaupt bey jeder. Sleichung an⸗ 
wenden, deren Erponent eine gerade Zahl iſt und wo die 
von der Mitte gleichweit abſtehenden Glieder gleiche Eveffl⸗ 
elenten haden. Denn nimmt man die Gieichung 

\x2P. } ax2p-2 ++ bx2p-2" . br2 Fer tro 
und dividirt Diefelbe durch xR, fo befommt man 


ap if t * *5 + bar + za 1.0 


ſo daß man hier die Snpitlonen x +} Seyz F 


—2 — 2xc. brauchen kann, wödurch die Gleichung ine Bau 


Gleichung vom: pten: Orgbe wird. 


LE SE 7 
- Denn man n die Gleichung | — 
— T.axap * bx2r-ı.? x. .T baptz # hart a | 
Ä + bx2 taıxtfı=o ) 

Hätte, fo. dürfte man dieſelbe nur auf folgende Ars ordnen. Ä 
‚xartı +1} ax(x2P-X 7n + bea(sae-} t 1) r % | 
Fheg4yn=o- . 
unm wahrzunehmen, daß fie ſich durch x ı dividiren Iöfh 
De Quotient, der aus dieſer Diviſton entfbringt, iſt ferner 

"OO gap Far ginn xp: Fr r > TE ns 
Faxfz2r-3 +x2m3 Fick 5) 
7 bx2(x27-4 # zams t et ) 
Dur (2 Se u u: . : 
Therme: en, 5 
— u und 
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| und diefe @leichung gehdttunter die vorhin betrachtete Form, 
fo daß fie ſich durch eben die Metbode auf den Grad p her⸗ 
abbringen laͤßt. 


moiore iſt der erſte geweſen, dev dieſe Eigenſchaft Dep 
den gedachten Gleichungen bemesft-hat, und er hat in feis 
nen Milcellansis analyticis die allgemeine form der verwan⸗ 
deiten Bleichung mitgesheilt, ‚deren Grad nur halb fo buch 
ift als der Grad der gegebenen Gleichung. Wir werden | 
weiter binden Brand, arum-fich diefe- Ölehhungen fo re⸗ 
puciren lafien, a ‚prior. angenen „are 
’ ... . 23. in J | 
uUm zu dee Ne. or. gefundenen Zormel: 
·Ir * = = yE — ryte a + un 2), 
jurbchjufehren, ſo ik aus der dehre von der Theilung der 


Winkel hekannt, daß Pi y == 2col.p geſetzt wird 
— 


= —yr-4 BT ⸗ : 2coLrQ 


—jth- — 26, 


7 u — +“ 
Me Sa man daher x 1; Lo 20069, ſo hat man oil 


' mein 2" t= = 200 a und es behehen holglic die bene 


den Brian 

x2 —.2xcef.e + ı om. 

‚2m — 2rkchne FıL==o 

r leihen Zeit, n.mag eine. Zahl bedeuten, maß für eine 
es will, fo daß Die erſte nothwendiger Weile ein Diviſor von 
der zwedten ſit. — 


Loͤſet man nun dieſe Sleicungen nach At der e quabrati 


fhen Gleichungen auf, fo befommt man 
4d x 


J -“ . 


[3 


‘ 
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x. cohl I no 2 mr. FR | 
we coſ. nd E ſin. nęæꝰ — 1. F 
Ablrahirt man hler vdn dem doppelten Zeichen, wildes, ge⸗ 
ſchehen kann, dadieſe Zeichen ih deyden Gleichungen dieſel⸗ 
ben ſeyn muͤſſen, fo iſt Hat, daß, . 
tr 
die Auflbſung der Gleichung | 
a coſ. n — Ana 15 


[4 


* %.r 1. ® 


un. . 
25323 - 


enthält. 
‚Seht man: daher Kin. np o und col.n® zu i, "mel 

ches np = 3600 oder 7209 vder Eperhaupt mim a 3600 
giebt, wenn m jede ganze Zahl bedeutet, ſo bekommt man- 
die. Gleichung Kr 10 und die Buftöfung: verjben Ir | 


da dabep 9= 23609, nie - 


x eot 3600 * fin. J — 4 * 
Dies iſt ein allgemeiner Yusdeud Kür alle Wurjein der Glei⸗ 
thung x? — 10, und man erhält alle dieſe Wurzeln, 
‚ wenn man nach und nad. mL, 2, 3 2. bis n mit einge⸗ 
ſchloſſen annimmt. Wenn manın > n annehmen wollte, ſo 
wuͤrden dieſelben Werthe wiederkehren, die man ‚ey m * n 
gefunden. hoͤtie. en 5* ae 
| 24 1 

Ben dieſer Aufloͤung muͤſſen alle Wurzeln dev. Gleichung 
za — 1550 von einander verſchieden ſeyn, weit es Teil: 
zwey von einander: verſchiedene Bogen giebt, Ver Sins . 
and Eofinus zu gleicher Zeit. einander gleich waͤren. Mußens 
dem find alfe dieſe Wurzeln imaginouͤr bis auf, bie — 


de allemal = == iR, und dielenige welche zu F =- = gehhef, 
went 


gI8 L. Dow den Gleichungen. 
wenn n eine gerade Zadl itt, denn J 1. Dem 
fol der imaginäre Theil verſchwinden, ſo mu — — ‚360° =o 
kon, ‚und dieſes ‚findet nur dann Hast, wenn der Bogen ent⸗ 
weder 3600 oder 180° gleich iR, fo dag man entweder — — 


Eıse=s, foloih entweder mn dem= na 


Im erſten dal if der veelle Theil eo . 360° =col 360° 
ze und dm andern eoL 180° mr | 


Ec man nunmehr : un | = 
. . * u VL. 
fo Hat man nad den ahergcheme— zormein 
| am = cf. 3600 r In, boov — L- 


% daß die. Berıtn der Gleichung xa — ı == o indgefommt - 

Durch die Peteftäten von « ausgedsuct werden. Es find 

dennah Diefe Wurzeln“, Me, we, and die iegte oder 
„3 n 

an u alimal = 1, ſp wie die, weiche durch Zaegedruet 

wir, wenn n eine gerade Zahl iſt, — — 1. 


Ben m eine Primzahl ik, fo kann man alle Warjein 
Ber Gleichung za -_ 1.20 0 dund) die Potafkkten einer jeden 
von diefen Wurzeln ansdsichen, bloß die fegte davon ausges 
woinmen. Denn es fey z. E.na= 3, und alſo die Warzen 
0,8, 03. Nimmt man ftatt der Wurzel « Die Folgende «?, 
fo hat man «2, ⸗4, «0. Da aber #3 m ı iſſt, fo wird 
er Zu and nö * und man bat alſo Jier «?, a, a3 
en - wie 
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wie vorhin. Mn == ſo find die Wurzeln u, “s; nk, 


ur, Mimmteman nun'a? ſtau af, >.fo hatman. dagegen 
ad,a6, a8, a12,0.5. BanR. iſt uh,ia, w3, u, 
Nimmt man «3 ftatt « fo findet‘ man auf ähnliche Art, weil: 
as ri, wi, a, one man ⸗4 jo ers 
hoͤu man at, n3,a®, u, a5, alſo allemal‘ dieſe den Wurzeln 


"nur mn ainet een Dednung. “ en 


r ‘ ’ 
x WIE r J 9 


m. uebethauft ken; umei. von dein ein Ware 4 9* 3 ro 


v. und m’, m’ aber eine Primzahl. Rimmt man dicke 
Murzel ſtatt w,: fo befommt man um, nam, „Im, e. wum;, 
Chßt mar: nun von den Exponenten 2m, * amt. wenn 


ee. 


Fake e größer als a find, das,geößte, in. ihnen. ‚enthaltene | Biels 
A 


. bekommt man die Wurzeln im, er, u, ar, 3 an, und 
. kb behaupte, daß die Zahlen mi, 'p,::q, r unden, davon feine 


größer als if, nothwendig insgeſammt von einander ver⸗ 


ſchieden find. Denn follten zwey davon z. B. p und r einan⸗ 
der gleich ſeyn, fo muͤßte die Differenz zwiſchen um und am, 


da pure von ihnen die Refte find, toelche uͤbrig dieiben 


nachdem man das groͤßte in ihnen enthaltene Vielfache von 


n von ihnen abgezogen bat, durch n theilbar ſeyn, welches 
unmoͤglich Mr. da n eine Primzahl und m <n if, Da alio 
die Zahlen m, Pı Y 1, 2.det Menge nach n — 1 und dabey 


- insgefammt von einander verfchieden und Feiner find ald.n, 


fo iſt klar⸗ Daß fie Feine andere Zahlen ſeyn Tonnen ald 1, 2, 
3,x.n= 1; Folglich find die Wurzeln su, dP..ad, ar, ic 
eben dieſelben als⸗, 42, 43, 44, 2c. ab. Es uſt leicht einjus - 
fehen, daß der vorhergehende Beweis noch Teine Kraft be⸗ 
Wil, wenn Auch n Feine Peinmahk‘an ſich, forideon nur o. 


. ‚dergleichen gegen n iſt. „Allein And.m und n Peine Primzah⸗ 
kn zu rinander und iſt ihr größtes gemeinfgäftliches Maaßl 


ſe 


! 
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fo: Ace man ·leicht, daß die Zahlerr m, p, q rc. durch. 1 
cheilbar ed, fodaß Diefe Zahlen nichts anders: 4 Btelfache 
von Icfegn Finnen, belche. kiemerrais p find: uam 


” 


. ‚Hieraus * FR tele allgemein. ſchlieben daß man 
. alle Wurzeln. a) :u?, w3,.2c. nu der Gleichung a ı == 0 
durch die ıfle, 2te, zte, ꝛc. nte. Dignität einer jeden dieſer 
Wurzeln, die unter die Form «m gehört, ausdrucken koͤnne, 
mofern m und 'n Primzahlen zu einander find. . Aber wenn 
m gegen:n gehalten Peine Primzahl ift,. fondern beyde Zah⸗ 
len das: geößte gemeinichftliche Mani haben „ ſa bekommt 
man: auf dieſe Urt bloß die Paaren el, adlı a3k; x. au und 


iede daton ſo bietmat als die Zahl = 7 Einheiten at. Auch 


laßt fi aus den vorhergehenden Formeln leicht erkennen, 
daß dieſe letzten Wurzeln zugleich Die. Wurzel der aan 
* — mod, wenn Um n genommen wirs . 

w . Da * die Wurzeis dee Gleichung —* Dur —* durch 
— ., s3,;1c ma ausgehende. erden, m ” ze aiſt, ſo 


| erheile, dab ion ın diefelben auch dich — zZ. en u. 


darfellen fan weil = =, nr, Pen * ei, 

.. Da femer im der esta — 1 das zweyte Glied 

fehlt, fo Dar man ‚alemal a ve fe’ X. -b 0 und 

eben ſo * 5 ro ia —=o Und wenn n eine 

zuſammengeſetzte Zahl von du Gem it iſt, fo iR * Pr t 

T ꝛc. 15 — | 
des⸗ 


“rast wte=u Fi ta PT tan, 


G 25, 


ı= 4, = Y — ya2=— 1,0 =-Y- Ir 


a 1I-VY-3 


! ⸗ 


6. Bemerk. uͤber die algebr. Auf. bet Stihungen. za 
dasleiden au af * 425 PET: > x. Faro, und 


I . ü 
* tar * Tr * Te} 7 S0. Dieſe Vemerkungen 


werden uns in der Folge nuͤtzlich ſeyn. 


4 


Hier find sim m Veſchluß die Wurzeln der Steigung zu 
AIo vonn bis zun 6. 


n2, à —-1, 44à 2 1 Be 
1-13 
‚ m — —, 


— — 1 — 
2 —* 
43 =] 


e—4 52 1 | 
n = 5, “= — T Yuotay9), rn | 
2 ori Yuan, _ J 


er air, 
Yus + av) 


sn \ 
— + 7 v 
ser - — 


16 der u 


- 2 2 


—1 482 


ll 
J 


2 EN 
ee — mr 


Bolite man den Werth hr a aus der Gleichung x7 —1 


e= haben, fo ‚müßte man, wie bereitd oben bemerkt wors 


den, eine ölsihung vom dritten Grade aufldſen. Sept mon 
— 68 — & = nemlich 


* fi K 


/ —* 
* 
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nl in. den Formeln der aiften Pe. P=3, ® befommt 


man für y die Gleichung | 
| Piryae—oy-ı=o dh 


wæelche als Gleichung des dritten Grades allemal einen reellen 


Werth Hat. Bringt man diefen Werth in die Gleichung 
x2 — .y7}Fı==0, ſo findet man daraus x oder 


- [Ir 


Tas die Sleihungen x8 — ı =0, xꝰ — I == do und zTO 
— 1 =0 betrifft, fo fann man die Wurzeln davon durch 
bloße Quadratiwurzeln ausdruden, aber die Gleichung zır 
— 155 0 erfordert die Aufloͤſung der Gleichung des fuͤnften 
Grades, . 

ty 4 372 taytımo 

nach welcher man für « denfelben Ausdruck befommt wie 
oben. | | j 


\ 


Zweyter Abfchnitt 


on ber Auflöfung der Gleichung bes vierten 
Brades 
26.. J 
Es iſt bekannt, daß Ferrari, ein Zeitgenoſſe und Schͤ⸗ 
ler Cardans der erſte geweſen, der eine allgemeine Regel 
zur Aufloͤſung der Gleichungen des vierten Grades erfunden. 
Er theilt die gegebene Gleichung in zwep Theile, und fegt 
darauf zu beyden eine ſolche Größe Hinzu, daß man aus jes 
dem befonders die Quadratwurzel ziehen kann, wodurch die 
Gleichung auf den zweyten Brad herabgebracht wird. Diefe 


Methode, die unſtreitig unter allen zu ähnlicher Abſicht er⸗ 
fundes 





— — — ——— 


J 
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fundenen die finnreichſte if, haben darauf alle‘ Analoften 


vor Des Cartes angenommen; aflein diefer hielt es für befs 
fer, dafür. eine andere zu gebrauchen, die zwar weniger ein⸗ 


fach und weniger direct, aber gleichwohl in mancherley Ruͤck⸗ 
ſicht der Natur der Gleichungen angemeſſener iſt. ‚Wir wol⸗ 
len davon anfangen, daß wir dieſe beyden Methoden nach 
einander unterſuchen, und dann zu den uͤbtigen Methoden 
fortſchreiten, unter welchen die von Tſchirnhauſen, Eulern 
und Bezout die bornehimften find, Ä 

Ich ſetze mit Ferrari voraus, daß die aufzulbſende Glei⸗ 
&ung des vierten Grades dad zwepte Ghed night hube, und 
alfo folgende fey: | 
| 4 nna pktg=a * 
Bringt man hier alle Glieder außer dem erſten auf die ans 


dere Seite, und fegt Dann auf bepden Seiten 2yx2 }y2 
Dazu, wo y eine unbeftimmte Größe ift, fo befommt man 


x4 2yx2 Fy (2y — n)xæ- — px p y2 — q. 


Die erſte Hälfte dieſer Gleichung zeigt ſich ſogleich nie das 
Quadrat von'x2 Fy, und ed kommt alfo Bloß darauf an, 


auch die zweyte zu einem Quadrate zu machen. Zu dieſem 


Ende muß man das Duadrat der Hälfte des Co. fficienten 
des zweyten Gliedes — px dem Produkte der Eoefficienten 
dert pepden ‚übrigen Glieder sich ren Diefes giebt, die 
Bedingung Ä en 

.. 92 


> ar — n)(y2 — 9» 
Sao r — oder ... 
ATS Si 





». 
2, 


" Satm man wmnes die Aufidſung dieſer Eligmee und alſo 


won X 2 den 


J 
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den Werth von y als bekannt voraus, fo wird die zweyte 


u Hälfte der gegebenen Gleichung " 


| ! (2y — n) (x — 55 
und iehe man nun aus beyden Haͤlften die ſuedratwutzel 


| ſo bekommt man die Gleichung 


ty Bub eee> Nr 


worin die hoͤchſte Dignitaͤt von x bie mente ift, und wobey 
fi daher weiter feine Schwierigkeit ſindet. Setzt man der 
Rurze wegen 
evar—n- 





ſo wird 
23 
x? | 777, 
und ni 
zrYa: I. 49 
VRR — 
ne oder, wenn man den Weib von wieder braucht, 
.2p 
| Yay —— 2y—n— Yayı 
- x = —ñ— —ñ 


J 2 
und dieſer Ausdruck giebt die vier Wurzeln der gegebenen 

Gleichung, wenn man darin nach und nach die beyben Wur⸗ 
zelgroͤßen Poſitiv und negativ nimmt. 


27. 
Es iſt indeß bey dieſer echede nicht ſchlechthin noth⸗ 
wendig, daß die aufzuloſende Gleichung das zweyte Glied 
nicht habe, fondern fie laͤßt ſich auch bey volftandigen Glei⸗ 
| ungen, wie 


za 7 





[© De 3 ‘ * t 
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atmen tprtgeo | 
andwenden, wenn man die erfte Hälfte nicht zum Quadrate 


von x2 + IL fopdeen von 22 T.- = Ty macht. Henn beingt \ 


man, wie vorhin, die deep —* Glieder der vorſtehenden 


Sleichuns auf die andere Seite und ſetzt darauf auf beyden 


(a y- * — * * * y⸗ dazı, i bekommt man 


ar +2 4 y)2 = = (2y 17 — * oje turn 
n 2 — — 
| Um nun auch das zweyte lied in ein Quadrat zu. verwan⸗ 


deln, ſetze gan 
my 


( S = (a * —— 
wodurch man die cubiſche Gleidum bekommt 


— + (an — m2Jg— >, =a 


Ä 8 
Hat man aus difer Gleichung, die wir in der Folge dier re⸗ 


. — - or r- 


ducirte Gleichung nennen wollen, den Werth von y gefun⸗ 


. den, und dabey der Kuͤrze wegen 
*Yc t3 "nd 


geſetzt, fo hat man 0 
— tn rat 
und zieht man au beyden Haͤlften die. Quadeatwurel, ſe 


wre | 5 
| ober 2 | 
& 3 et 


\ 


Fr 
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® „m. IN ! my — p u 
' x? — — 2X — * 
* ar ”, Tr Br 2 55 ® 
oder , 
” 2, 
\ iv mt— el 2) 
> 
2 


oder, wenn man den Werth von z wieder braucht, 


-T 
—m:—mnf2p 
2. 2 
ra ann — 
2 4 2 m 
Year —n) 


— 








——— \ 


| 2 

und dieſer Ausdruck giebt ebenfalls alle vier Wurzeln der 
gegebenen, Gleichung, wenn man die darin vorfommenden 
Wurzelgeößen nachund nach poſitis und negativ nimmt. 


28. 
Da die reducirte Gleichung für y eine cubiſche Gleichung 
iſt, fo hat dieſelbe nothwendiger Weiſe drey Wurzeln, und 
jede dieſer Wurzeln kann in den Ausdruck fuͤr x geſetzt wer⸗ 
den. Da.alfo die Wurzelgroͤßen in dieſem Ausdrucke theils 
poſitiv thrils negativ genommen werden koͤnnen, ſo ergeben 
fich daher zwoͤlf Werihe von x, und es laͤßt ſich Daraus leicht 
beurtheilen, daß die vorhergehende Aufloͤſung eigentlich eine 
Yuflöfung einer Gleichung des zwölften Grades ift. 


Um diefe Gleichung zu finden muß man y aus dem Aus⸗ 
drucke für x wegzuſchaffen ſuchen, und darauf die Wurzel⸗ 


. . groͤßen wegbringen. Oder man kann aud) ſogleich die ra⸗ 


tionale en 
.@ 15 —+ = = 


Piz 








r z? 
nehmen, 


* 
’ ⸗ 
’ * 5 


ð | ” v \ 
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nehmen, und bat alsdann hip y weghuſchaffen, nachdem | 
‚man für 2? den Werth 2y t7 ——n a gefept hat u 


Der geößern Ulgemeinbeit wegen wollen wir 2? (anftatt . 


2# 


27 +2 _ _ n) == k(ay 13 — — 2) fegen, wo offen⸗ — 


bar if, ap der Coefficient k in dem Stade der gefuchten 
Sleichung Feine Veränderung madın kann. ‚af dieſe Art 
hat man 


m— 
(x? + * 2 * Klay + 77 m⸗ —E 





. — p)® 
* m? x 
. 4kayT — —n) 
\ 4 
“ _n2 ' , BE 
oder da RZ 7 2 ‚aus der Gleichung für y, 


 - tn or 
@: + az „»”= klay t- —— Du u (my — p)x 
| y® * 
473 
eder V 


x# } mx3 + (kn. Tag Bar T Se T pz *— 
| 16 —E— Q 
Kk 


v 


Es ſey der Kuͤrze wegen 
xa mx3 to trprtg= X 
und xk — 1 b, ſo verwandelt fo bie vorhergehende 
Gleichung in / u 
. X4 — X + 


I — — 
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xt hin — = — aylx2 } * Io 
and auß diefer Gleichung hat man mn mittelft der Gleichung 
y a I EI E — o 
bloß y wegzuſchaffen. | " u 
88 ſeyen y’, y“, y“, die drey Wurzeln dieſer Gleichung, 
ſo kann die Gleichung Fi x, welche fi) durch die Elimina⸗ 


tion der unbefannten Größe y ergiebt, nah Nr. 13. durch 
das Produkt aus tolgenden drey Orden vorgetell werben 


Kar 24" — 


2 2 — 
| xrha— -—- — 2y" )x2 4 zer 
y''2 — 
X Then — =- — a2 4 ? —) 
wenn man diefee brodukt = = o feßt. ir ſey der Kürze 
wegen 


| q 
end * h ’ m (u 2 m m 
A=Xrhlea ‚ne k 


B= — chı3 


—, 
Sept man | 
“ == y’ + y“ + y' 
= y'y“ + y’y'' 7 yyı 
yayıtya nye 
° = yy'y“ 
—— y'2y''2 + y'2y''2 * y''2y''2 
fo wird dag gedachte Produft 
A3 T A2BA  A2Ca + AB26 F ABCCA — 33): 
T AC25 } B3% F B2C“d F BC2p? 7 C933, 
a | on Es 


”* 
t 


v. 


— 


6. Bemert uͤber die abebt: Auft der Oliungen, er We | 


Es Pr ferner der Rüge wegen. - —— 
J J = mp — 24 | 
p2 — (in — m2)q 
— — | 
fo daß die Steigung füry 0. 
y? -aytbr co | 
“werde: fo ift wegen der Natur der Gleichungen 
u=a p=h ⸗ c, und alſo 
| yaa —abund:=b2— 2x 
Folglich iſt die durch die Elimination bon 7, aus ben bpden 
- Öleichungen. 
| I SatBytcpeo 
| . Pure 
gefüchte Bleihung - 
A3-} aA2B F (a2 - 2b)420 } bAB2 + ab — zeabe 
+ (b2_— gac)AC2. * cB3 + acbzc ? beBC2 
+c2C3 = o, 
Bringt man die Werthe von A, B, G: unda, PR em dieſe 
Gleichung, ſo hat man eine Gleichung fuͤr x vom zwoͤlften 
Grade, weil A alle Poteſtaͤten von x big zur vierten, B bloß 
x2 und die uͤbrigen Groͤßen x gar nicht entheften. 


= 


Die Aufldſung dieſer Gleichung des wwbiien Grades. 
iſt alſo die vie 





2amy — 
ı-7# yet mn, 
. | 
wenn man u nn 
‚eva ok 


rt, und es ih bier feine überläfige Wurzeln, weil die 
| 5 drey 


x . 


4 


a 


IKT Er 
Ya 
R- 9 * 


— 


⸗ 7 
vo 


Fu 
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dred Werthe von y verbunden mit den doppelten Zeichen Der 


begdeg Wurzelgrößen genau , die zwolf Dune der gedach⸗ 


— 


ten ‚Steigung geben. . 
Nun wollen wie k=ı fegen, um den Fall der 27ſten 


Re. zu befommen, Hiedurch wird- ho, und folglich A 


X=ı4tmx’ Tnx2 Fpxtg B=owdC=a 
Auf diefe Art reducirt ſich die obige Gleichung afA3=o 
oder . 

(a $ ma? Enx2 tpxt 3 =o | 
Diefe Bleichung iſt, wie in die Augen faͤllt, die gegebene 
Glekchung in der dritten Poteſtaͤt, ſo daß ſie keine andere 
Wurzeln haben kann als dieſe, aber eine jede dreyfach. 


"Man ſieht hieraug, warum“ der für die Wurzel einer 
Bleichung des vierten Grades gefundene Ausdruck in der 
. &bat zwölf Wurzeln in ſich faßt, die fich auf vier zuruͤckbrin⸗ 
..gen laſſen, mweil-jede davon zweyen andern gleich iſt. Auſ⸗ 
ſerdem zeigt der vorhergehende Beweis, daß die gleichen 
Wurzeln bloß von der Wegſchaffung der Größe y und nicht 
von dem doppelten Zeichen dee Wurzelgroͤßen abhängen. 
" Dan mag alſo in dem Ausdrucke für x einen Werth von y 
“gebrauchen, 1098 für einen man will, fo befommt. man ime 
wer dieſelben vier Wurzeln | 


29. 


Um dieſen Gegenſtand in ein noch 9 heleres Licht zu ſetzen, 
bdemerke ich, daß ſich die gegebene Gleichung vermittelſt der 


reducitten, welche wegen ihrer dreyfachen Wurzel auf drey⸗ 


fache Art ſtatt haben kann, auf folgende Weiſe darſtellen 
laͤßt 


erztm- ne = 
Nr. 27. 


‘ 


x / x . u | 1} . ! 
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Mr. 27, und daß daher dleſelbe nie anders iſt als dat 
Produ: aus 
erBtrtket I TBioo 


riet dee u 
| oder | | 
2 tmtyt I—Z=o 


m my — pP 
x*⸗ ——n — — — — * 
tz 22 ty 22 oa 


if &8 giebt demnach die Auflbſang derſelben allemal die⸗ 
ſelben vier Wurzeln, man mag für y eine Wurzel fegen, was | 
für. eine on will. U 


Nennt man nun die vier Wurzeln der gegebenen Glei⸗ 
chung a, b, c, d, fo muͤſſen zwey davon in der einen und zwey 
in der andern Gleichung enthalten ſeyn. Auf dieſe Art hat | 

man wegen der Natur der Gleichungen | 
at 4 =, ' 
2 27 


| eti=-2tn as, 


| und daraus fließt 
, „„etdzemdb 
[2 | 2 
Lt. ab + cd 
72 —7 


/ 
/ C 
.* 


 Diefer Werth von y zeigt ſogleich, warum die redurirte Glei⸗ 

chung eine Gleichung vom dritten Grade iſt. Es muß nem⸗ | 

lich y ſo viel verſchiedene Werthe Haven, ald man die Groͤ⸗ 
den 
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gen ä, b, c, d in dem Ausdrude BE wels 
se lediglich auf folgende drey Arten möglich m 
-&bT cd 
2 
-ac.T bd nz 
\ 2 * 
adrch 


4 ' | . 30. 

Bermittelft, diefer Bemerkung fäßt fi eine directe Mes 
thode finden, zu der reducirten Gleichung des vierten Gras 
des und durch diefe zu einer allgemeinen Auflöfung der Glei⸗ 
ungen diefed Grades zu gelangen. Denn da dieCombinas - 
tion ab + cd der vier Wurzeln a, b, c, d nicht mehr als drey 
Veränderungen zuläßt, nemlich ab F cd, ac bd, ad ch, 
fo folgt, daß man, ab F cd = u geſetzt, eine Gleichung des 
dritten Stabes haben werde, deren Wurzeln ab } cd, 
ac T ba, ad + be find. Diefe Gleichung hat die Form 
u3— Au FBu—C=o 

und es ift nad) der Natur der Gleichungen. 
Zu Amsabtcedtfactbdtradtrch, 
B = (ab } cd)(ac T.bd) 7 (abt.cd)(ad} ch) 
+ (ac F bd)(ad + cb) 
= (ab T cäd)(ac F bd)(ad f ch) : 
‚oder 
N Amwabtactadtberbdted 
| Bi= a2/bce Fbd Fr cd) + b2(ac Tad Fed) 
+ciab tad }bd) + d2(ab T:ac't be) 
- = abed(a2 bæ Fe2 +d2) * a2b2c5 t: abza- 
+ a4202da + ‚b2c2d?, J 





- 


Nun 


in N 


4 


— 
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un iſt leicht einzuſehen, daß die Werthe ron A, B, e duch. \ 
die Eoefficienten der gegebenen Gleichung m, n, p, q gege⸗ 
ben ſeyn muͤſſen und zwar ohne Extraction der Wurzeln; ins 
dem fie dieſelben bleiben, man mag die Wurzeln dieſer Glei⸗ 
chung a, b, c, dverſetzen wie man will. Auch if in der 


That 


—-— m=artrbrirerd, 1 
n=abtactadtbetbidr cd . 


— p=Sabe fabdtacd Fbei wi 


q = abced 
und d Telstich fogleich 


1} 


A=ı 
um B zu finden bemerke man, daß ' 
| abe + bite) — p— bed | 
blae ad cd) = ip —aed | 
J x. a | 
N folglich 
> =(afbte t —p—arbed. 
| oder 
B mp — 449 
if. Was e dlich C betrifft, fo iſt 
42 fb2rc2+d2= m? — an, und folge 2 
abed(a2 yb2 Fc2 Fd2)= (m? — an)g 
Um ferner den übeigen Theil davon zu finden, mage man 
dad Quadrat von p, woraus man: - 
a®b2c2 F a2b?242 + 230202 } b2c2d2 = BE 
: P? — Wabed(ab + ac + be’tad Fbdr ed: em 
200. pP — ang, und folglich . 
cz=(m? — an)g + p2 | 
baden wird. „Auf diefe Art wird Die reducirte Sign 
wBonurf mr — ad (m — ag “pa * 


69 
Te und 
i 
* 
— 


— 


— 
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find, Man dkann alſo dieſe Gleichung finden, wenn man die 
Goefficienten derfelden ſucht, wie wir oben Nr. 30. bey der 
reducirten Gleichung für u gethan haben. Es ift indeg ‚hier 
genug zu bemerken, daß das Quadrat voonatb—c —-d 
iR, a2 +b2 Fc2 Fd2 Fzabt2cd— 2ac — 2ıd — 
übe — 2bd. Denn da ab T actadfbetbdäred=n; 
a2 Fb2 Tc2rd2=m2 — 2n; und (afb —c — d)z 
—_smt if, fo bat man t= m2 — anYr4labtrcd) 
sdrer= m? — An 40. Auf dieſe Art kann man die ges 
ſachte reducirte Gleichung fuͤr befommen, wenn man in der 
reducitten Gleichung für u Nr. 30. —* an die 
Stelle von u ſetzt, Hiedurch erhaͤlt man 
ta (3mꝰ — Snt)2 } (3zm+— 16m2n } ı6n2 * 16mp — —* 
- (m3} — 4Amn — Sp =o 
gäft man t’, €", 1 die deep Wurzeln diefer Gleichung ſeyn, 
ſo hat man | | 
(a Fb .c _.d)2 == t 
Gre-b— dem 
‚Garda b-d2 zen 
und daraus "igiebt ih Ä J— 
atrb—-ce-deyr on. 
are Vt | 
afd-b ca Yı“ 
Badinde man diefe Sleihung mit 
afbtcrdi=m — m 
fo findet man für jede der. vier Watzeln a, b, 6 d die een 
che, nemlich „= 


— zmtretre ven: 


4 
— m ve rt Yard! 
on . 4 oo 
\ f} 
c | 
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x 
- 
[4 


ce= 
.d 


| Auf diefe Art hat man die vier Wurzeln der gegebenen Glei⸗ 
chung ohne die Aufloͤſung einer. andern Steihung als der 


2 5 
+ 


\ 


N. h, 


m vet very. 
——  \ 


— m — Ya! — vr + Vt? 
—— —— — — — ———— 
4 


für e Allein es zeigt ſich hier eine Schwierigkeit. Da 


nemlich die Wurzelgroͤßen vr‘; VtV 1’ pofitin und ne 


gatip genommen werden koͤnnen, fe [ließen fie auch fo:gende 


Größen ein, 


U e 
— m Vt Vt -VtIt 
ar | 





entVV Yt“ FVt 





4 
— m — Yr 7 — T yı - 
on 4 En . 
— m — Yı — Vt“ — Vt 
4° 





welche nicht die Werthe der vier Wurjein a, b, c, d, ſondern 


Die Werthe ihrer Ergänzungen au der Summe a 7 b t c+ 
— m find, 


Man braucht indep nicht zu wife, mas für ein Zeichen 
. jede der gedachten Wurzelgrößen haben muß, fondern es ift 
genug, daß man weiß, ob entweder die eine pofitiv und die 


deyden andern poſitiv oder negativ, oder ob die eine 
negativ und die beyden andern poſitiv oder negativ genom⸗ 


4 


men werden muͤſſen. Denn es iſt leicht einzuſehen, daß die 


vorhin gefundenen Ausdruͤcke für die Wurzeln a, b, c, d 
allemal diefelben Werthe geben, wenn man die Zeichen je 


zweyer von den Wurzelgroͤßen ve‘, Vt“, :v'e’ zugleich vers 


Anders und- 


> 


das Zeichen der dritten beybehaͤlt. Folglich 


9 fommt 
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kommt alles auf die Befimmung des Zeichens des Produkts 
aus Yt vr“, Vt“ an. Nunif aus der Gleichung für t 
‚ gen 2 (m3 — 4mn 7 sp)® 
» und alle . 
ms — amn} 8p 2 Yt. Vt“. Vtv 
Bezeichnet man daher die Werthe der Wurzelgroͤßen Ve, 
Vt“, Ve", pofitiv genommen, durch I, 3, 9", fo daß 
yt' * * —F Vt = x u 5 2, Yv' m — + 14 wird, fo 
muß man, wenn ms — -4mn 7 8p eine pofitive Größe if, 
entweder | | 
Yet. == 2 and Yrv' E 94 Vt⸗ em ya 
| per | mn 
| Ye gu ‚und vr ie Yet 3 gu 
Oder _ J | 
Vtu gt und Weis, Vak 
"nehmen, und man hat in diefem Zalle für die vier Wurzeln 
der gegebenen Gleichung folgende vier Werte 
“ _mt+4 rg gm 
u 4 
ee DE A ee ER 
— | 
— m — dt + g— gın 
m — 9 — U * 8 | 
Bu j | J 
SR hingegen m? — zimn 'T 8p eine negatide Große, fo 


N 


‚muß man entiweder 5 














Vr und V ο, Yyeazya 
| oder \ z 
Ye zo 3nd Vt æ S., Yet a adj 
oder 


: Fru zum m zw und vr en HE ”, Ye ze eg 








I \ 


No 
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nehmen, und dies giebt für bie gefuchten vier Wurzeln die | 


Werthe on. 
| mt gu _ gi 
En 
4 


— m * Hr 4 + Yu 
nen 


4 U 

— — 87 gez gu 

m — — 

4 I 

A— gg _ gm 

— — — ———— 
+ | 
33. 


Die Ferrariſche Methode, welhe wir bieher unterſucht 


daben, hat uns zur Zerfällung der: Sieiduns des vierten 
Srades 


Key mas P nxa pro 


in die beyden Gleichungen vom zivepten Errde GMr. 29.) 


et@tmtyı 





P=o 


wriltr-atn, 


| geleitet, aus deren Auflöfung fich die vier Wurzeln der gege⸗ u 


- x 


ı.. 


benen Gleichung ergeben, Man hätte auf eine einfachere 
und Directere Yet eben dieſe Sleiung auch als das Pro⸗ 
dukt aus 

| x2 F fx * g=0 

x2 $hrt+kao, — 

Betrachten Und darauf die Eoefficienten £, g, h, k durch die - 
Vergleichung der homologen Glieder beſtimmen koͤnnen, wie 
Des Cartes gethan hat. Denn multiplicirt man dieſe bey⸗ 
den Gleichungen mit einander, fo bekommt man — 
| “irtnetattntktertg=o 

. 9a und 
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[4 
Ya - . “ei 7 


und die Vergleichung diefer Gleichung mit 
5 x mai tax Tpxtg=e ’ 
giebt die Gleichungen 
ftb=m fhtgtikon = 
fk+gh='p, gk=gqg - 
woraus fih die Buchftaben fg, h und kebeflimmen laſſen. 


| Be 34. | 
Es fen, um dieſes mit Des Enrtes anzunehmen, mo, 
fo hat man ft h=o, folglich h= — f, Auf dieſe Art iſt 
die gegebene Gleichung ein Produkt aus 
x2 + fx + g=0 
x2 fetkeo 
und man n hat zur Beſtimmung der Coefficienten f, B- k die 
» Bleihungen - 
gi ten, ER = 
Die * erſten geben 
n pPPträö 2 
g= | — 
tat 4 


f N 


N 


⁊ 


4 





k=- 


22 
Fr Bringt man a dieſe Werthe in die lette Brian, fo wird 
2 
Nat = =4 
ober wenn man mit fe aut, und die Gleichung nad 
fordnet, | 
6 Hanf a2 gg pa 4 

Dies iR eine Gleichung’ des fechsten Grades, die ſich aber 
wie eine Gleichung des deitten Grades behandeln läßt, weil 
ſe bloß gerade Donitaten des unbefannten Groͤße enthält: 

Diet 
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Diefet iſt die Carteſiſche Methode, die Gleichungen des 
vierten Grades aufzulöfen, Des Cartes betrachtet zwar ſo⸗ 
gleich die Sleichungen | 
fe, n P _, 
mtntzt,ogme 

| „e,n,Pp_ 

2 —fxt- t- + 5* 
als die Faktoren der gegebenen Gleichung, allein es iſt glaub⸗ 
lich, daß er dieſe Gleichungen vorher auf einem dem unſrigen 
ihnlichen Wege gefunden habe. Man vergleiche Schoo⸗ 


tens Commentar und Budde über die Reduction der Gleis 
&ungen. 


35. | 

Die vorhergehende Aufloͤſung ſtimmt offenbar mit dee 
Nr. 26. f. zufammen, und die unbefannten Größen f und z 
drucken in beyden Aufldfungen diefelbe Gröfe aus, wenn 
m=oift. Auf diefe Art laſſen ſich die über die Ferrariſche 
Methode beygebrachten Anmerkungen auch auf die Cartefis 
ſche Methode anwenden, und es iſt nicht noͤthig dabey beſon⸗ 
ders zu verweilen. Wber dagegen wird es nuͤtzlich ſeyn, das 
Prinzip dieſer Methode zu unterſuchen und den daher flieſ⸗ 
ſenden Folgen a priori nachzuſpuhren. | 


Die Hauptfache fommt dabed nach dem Vorherge⸗ 
‚senden darauf an, die gegebene Gleichung als dur 
eine Gleichung des zweyten Grades, wie x2 tfxtg=o 
thellbat zu betrachten, oder anzunehmen, daft fie mit diefer 
‚eine Wurzel gemein habe. Die hierzu nöthigen Bedingun⸗ 
gen laſſen ſich nach der Methode der ızten Ar. finden, Dis 

vidirt man nemlich die fünftheilige Größe | " 

Am Fox yprtgmao 
da _ durch 
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. durch 
a "5 275 2 Ge 
jo befommt man | 
2 tm —Hıtn—g-fm—N 
| zum Quotienterfund zum Reſte 
E—gm—f)— fin —g— fm — fMx Tg 
— ga —-g—-fm—f)). 


i Soll alſo die Diviſion ohne Reſt von ſtatten gehen, ſo muß 
dieſer Reſt unabhängig von x gleich o feon, und fo Hat man | 


die Gleichungen | 
Pa —-D-1ag-fm-N)=o 

ö Isa —-g- fm )=o 
wodurch man fund g beftimmen kann. Die erſte dieſer Glei⸗ 


nr 
/ 


dungen giebt . 
5= - m—af 


und bringt man dieſen Werth in die zweyte, ſo wird 
_ nf — mfa — fa 


p 
g—(n met £2) — 
(p=-nftmf — (2 

t (m ana = 0 


. oder | 


e- — mf2 R nf p)2 — (f3 m tat pXe-mftn) 


\ 


* (2f—- m) 7 qlaf— m,? == Oo 


Ordnet man dieſe Gleichung nad f, fo wird 


-f6 — 3mfs $ (3m? } 2n)f4 — m(m? } 4u)ß 
T (am?n Tmp nꝰ — 4g)f?— m(mp 7 nꝰ - ggf 


fmanp—m’ig-p=o 


ad dies ift eben die Gleichung, die man aus den vier GSlei⸗ 


ungen der Bedingung der Zaften Nr. finden würde, 





Paz ⸗ 
1 
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Es gehoͤrt zwar dieſe Gleichung zum fechsten Grade, 
und hat dadey alle Glieder. Allein fegt man m =o,fo 
verſchwinden alle Glieder, worin die unbefannte Größe i in 
einer ungeraden Dignitaͤt enthalten iſt, und die Gleichung 
lLaͤßt ſich wie eine cubiſche Gleichung behandeln. Es iſt indeß 
nicht einmal nbthig, m == 0O zu ſetzen, wenn die gedachten 
Glieder verſchwinden follen, fondern man darf zu dem Ende 


nur das zweyte Glied wegſchaffen, indem man f=1T = 


=17 = fegt, Auf diefe Art befommt man eine Gleichung 
fe 1, welche dloß die Dignitaͤten von 12 enthoͤlt, nemlich - 
x 3m? 3m. u 
‘- T _ an)le * Fz—n’n tmptningal | 


- @-2ipa=o 


Diefe Gleichung amt mit der veducirten Gleichung für t 
Me. 33. uͤberein, wenn man darin 14052 fegt. Da alſo 
"in der angeführten Mr. 1= 52 und s==2z war, fo bat 


. 


mat = = 2, und es ift demnach die Groͤße l= e- —_ = in den 


vorhergehenden Kormeln die Größe 2 Mr. 27 f. und mar 
ohne m == 0 zu fegen. . Dies zeigt die Verbindung der uns 

terfuchten Aufloͤſungen hinlaͤnglich. 

Fe er 

Nun wollen wir fehen, warum die Carteſiſche Methode | 

auf eine ſolch⸗ reducirte Gleichung des ſechsten Grades fuͤhrt, J 

daß darin mit dem zweyten Gliede zugleich alle Glieder, | 
‚worin. die unbekannte Größe.in einer ungeraden Dignität 

- enthalten it, verfehtwinden. Zu dem Ende bemerke man, 
| deß die Gleichung 22 R ſx T 80, weil fie ein Falior der 
| ’ 4 gegen 





Er ee —— ——— 
. 
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; gegebenen Gleichung, deren Wurzein a, b, e, d find, fepre 
muß, irgend zwey von- Diefen Burgen u Wurzeln bee 
muß. Alſo hat man entweder -f=matbwndgmab, 
ode —fmatc und g=a, der —fmardend 
gaad, der — febteundg=b, dbe—f-b 
Tdundg=bd, oder endlich -factdundg=cd, 
und es muß folglich die, Gleichung für f, fo wie aucb die fe 
g, eine Gleichung des ſechsten Grades ſeyn, weil die vier 
Groͤßen a, b, c, d zu zwey und zwey genommen, ſechs Com⸗ 
binationen geben. Man koͤnnte hiernach die Gleichungen 
fürt und g directe finden) indem man den Werth eines jes 
den ihrer Eoefficienten fuchte, wie wir ſchon oͤfters gethan 
haben. Es ſey nemlich die gefuhte Gleichung 

fs + afs Frey ch +Df2 FEf+F=o 
Da die: Wurzeln dieſer Gleichung — a — b — a — c, 
—a4—d, bc, —b—d, —_c—d ſeyn möflen, 
» bot man 
=atbtatetitatbtetbtätete 
| = zarbtret3=—3m . .. 
 B=@atb@atetatdtbtetbtdtetg) 
“  ra@afoyatdrbretbrdtretd 
0 t@rTdibrerbrdrerd ° 
2, Ferbratetd) 0 
ur T(brdierd | 
= 3(a2 +b2 +c2 +d2)7g(ab kactadtbetbdtcd) 
md man En m ame a 
und fo ferner. 


| Bote man nun das zweyte Giied dieſer Steicung m wege 
Dino, ſe muͤßte man alle Wurzeln um * vermehden oder 


48 7 = für. fegen. Dies wide eine Steigung für r ger 
um F ben, 


1.23 
u. tr 
1% Ca 
ya 
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ben, wi=ftleft etbtete wäre, weil 
Am3(rbterdif. ag Bun diefer Gleichung 














würden fen - | 
aTbreid 5 
2 | 
etrtöt_,_, 
U, 
oder . 
ıTtb—c—d - 
2 
‚ atTc—b—d 
2 
aırd—b—e 
. 2 
brec—a—d 
2 
pbrd—aı—e NN 
. 2 
cetrtd—ıaı—b 
—— 


Es faͤllt aber daben in die Augen, daß jede Wurzel eine ihr 
J entgegenſtehende ſonſt gleiche hat, und nimmt man daher die 


‚Quadrate und betrachtet 12 als die unbekannte Größe, fa 
kann fie nicht mehr als folgende drey Werthe haben 
ıTtb—c—d 


95 N Dieraus 


afu.. 


[2 


- bloß in den geraden Dign 
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Hieraus folgt, daß die Gleichung für 1, wenn man fie nad 
13 ordnet, eine Öleichung des dritten Grades oder eine Slei⸗ 
&ung des ſechsten Grades * worin die unbekannte Größe 

en vorkommt, wodurch eben 
die, Auflöfung der Gleichungen des vierten Grades moͤglich 
wird. Huch erhellet, warum die Gleichung für 1 mit "Der 







-für a übereinftimmt, denn es iſt klar (Pr. 32) daß die Werthe 


von = diefelben find ale diejenigen welche wir fuͤr! gefunden 
boben. | 


’ 3n oo 
Auch verdient bier noch folgendes angemerft zu wer⸗ 
den. Di—m=arTbrerdift, und die Werthenonf 
— aà 2 b, — aà — 0, —.1—d, -b—o 
— b — d, — — d 
ſind, ſo hat man 1 dieſelden Werihe für m — e Es muß 
demnach die Gleichung für k von der Art ſeyn, daß fie uns 


‚ verändert bleibt, wenn man dasin m—f für Ffegt. Rimmt 


man daher f = = rlan, wodurch m — fs = 1wird, 


ſo muß auch die Gleichung fuͤr 1 fo beſchaffen ſeyn, daß fie 
diefelbe bleibe, wenn man darin I in — I verwandelt, und 


. fann alfo auch bloß die geraden Dignitäten von 1 enthalten, 


Bringt man nun dieſen erh von fin den Aucdtuæ 
für g Nr. 35, fo wird . 


13 4n—m2 a4nm — m3 — $p 
tn s — —* Fr 
und die beyden Faktoren 


2 FſXFSZSS 20. xa-(m - 6) P1-3- 
| fm —f)=o0o 
worin 


/ 
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werin Vie Sleichung xà mx3. t nxz2 tpxYr: gm — 0 ver u 


fällt worden, gehen in , BE 


„m? 13 
x2ı * e — "Dr + 171, m Pal = bp U 
N u ' | 
rc — 
—0 
über, weiches diefelben Gleichungen find, als Dei 29, wenn 
man =, und in diefen legten für y feinen in z gegebenen 


Werth fegt, weiber y= Zi, ift, Bat 


Die bicher unterfuchten Methoden find. außer der von 
Tſchirnhauſen, Euler und Bezout die einzigen befannten 


Wege zur Auflöfung der Gleichungen des vierten Grades. 


Die fo eben gedachten Methoden verdienen aber nocheine bes 
- fondere Uiterfuchung, und diefe fol der Gegenſtand des uͤbri⸗ 
gen Iheils dieſes Abſchnitts Rom 


38. 


Zuboͤrderſt iſt klar, daß man, die Gleichungen des vier⸗ 
ten Grades nach der Tſchirnhauſenſchen Methode aufzuloͤſen, 
nicht noͤthig hat, alle Zwiſchenglieder wegzuſchaffen, wie ſol⸗ 
ches bey den cubiſchen Gleichungen geſchehen mußte, ſon⸗ 
dern es iſt hinlaͤnglich, wenn man nur das zweyte und vierte 
Glied wegbringt, worin die unbekannte Groͤße in ungeraden 
Dignitaͤten vorkommt, weil man alsdann eine Gleichung hat, 
welche ſich wie eine quadratiſche Gleichung dehandeln läßt. 
Zu dieſem Ende nehme man, wie bey den eubiſchen Gleis 
dungen Ne. 10. die Huͤlfsgleichung x2 — bx Fa y am, 
welche zwey unbeRimmite Größen a und b enthält, Schaft 


’ 
as 


- 
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man mittelſt dieſer GSleichung die unbekannte idhe * aus 


der gegebenen Gleichung x Fmx3 Fnx2 tpxtg=o 


‚weg, fo-findet man (Nr. 14.) eine Gleichung fuͤr y vom vier⸗ 
ten Grade, worin der Coefficient von y3 eine Zunftion von 


a und b der erften, der von y’ eine Funktion von a und b 
von der jwegten und der vom y eine Sunftion von a und b 
von der dritten Dimenfion iR. Um alfo-auf einmal Das 


zweyte und vierte Glied wegzubringen, muß man die beyden 
Groͤßen a und b fo beſtimmen, daß dadurch zwehen Glei⸗ 


ungen, einer nom erfien und einer vom dritten Grade ein. 
Genüge gefchieht. Dies giebt eine reduciete Gleihung vom 


J dritten Grade, und es laͤßt ſich daher die Tſchirnhauſenſche 


Methode auch bey den Gleichungen des vierten Grades an⸗ 
bringen, wie ſolches aug dem Bolgenden noch deutlicher er⸗ 


hellen. wird. | N - . 


Da wir wir biöher die Buchftaben a,.b, c, d gebraucht 
baben, um die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung vorzu⸗ 


fſtellen, fo wollen wir zur Bermeidung. der Verwirrung zu den 


&oefficienten der Huͤlfsgleichung zwey andere Buchſtaben 
wählen, und dieſe Gleichung fo u 
»tftgty=o 


antdrucken. Da nach der Methode, wovon :bier die Re 


iſt, diefe Sleichung mit der gegebenen eine gemeinfchaftliche 
Wurzel baben muß, (Nr. 11.): fo darf marı ed nur fo eins 
‚richten, daß bepde einen gemeinſchaftlichen Faktor Haben, 
wie x bloß in der erſten Dimenſion vorkommt, Man bios 
dire affa bie fünftheilige Größe 
24 + ma? Inx2 pxtqg 
durch 
xaf 3 
— md 


j 


- 
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und ſetze dad T y = g': fo findet wen. wie oben Nr.25 
Den Reſt | 
(p — gm — 20) _ net mf2 — 9x rg 
| - ga metß) tg: 
Da Diefer Reft Bloß x in der erſten Dignität enthäkt, Av. muf 
er ein gemeinfchaftliher Faktor beyder vieltheiligen Größen 


ſeyn, und alfo den vorhergehenden Divifer x2 Fix Fgl. | 
genau meſſen, d. h. der Werth von &, der ſich aus Der; Slei⸗ | 
dung . 


ORELCWPLESSTE ET Bee VE re 
Ä a mftretge=sa 


- ergiebt, muß auch der Gleichung xa T fx + 5 zo ein u 


aüge-then, Run hat man 
y-em—-merf2)} gs 

B-mr nt prem — ang 2fjg‘ 
"und bringt man diefen. Werth in x2 fx} go, ſo wid, 
z g-gn—mfrf) +g2)2 j . 

kg Ra- meh) F ge Kid mfrtnf pt lm —af)g9 

tEP min - pr n - Nee 

wo man nurg } y wieder für ge zu ſetzen, u aividetn und 
nach y zu ordnen draucht. 


x ai 


Es ſey der Luͤrze wegen 
5F = f3 — nf? Trnf— 2 
G=f?._ mf T n 
H=2af—-m L 
% verwandelt fich die vorhergehende Gleichung in .  : 
@- - GE tg” ra - Ct gr) _ #8) t 
- ger - H% mo 
, Ordner man diefe Sleihung nat‘, fo Bekommt men 


BA GGTEH- Hg} Ga FagtertiohH —:FHig’t O 


= 2qG FfgHtfFG.- gta’ tft =0 
| oo und 


/ 
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und braucht man die Werthe von F, G und H wieder, fo 
ergiebt fi ſich 
g’+-(mffan—-m?)g? Kof (mn 3p)fn —— — 
= pi mp — 4gfe Tlap — 309)f p2 T ang)g’ 
Tg(fe — mf3 Taf? rt *0. 
Es ſey nunmer | 
 Kw=mffan - 
Bæ nf - (mn - gpJf$n2_ amp 4 Ä 
C= pf3 — (mp — 4g)f2 T (np —3mgf — ps T ang 
D= g(fe — mf? Tonfs - ft g) 
um die Gleichung 
ge Ag tg og D=o. 
— zu bekommen. Setzt man nun wieder Ty für g’ und ord⸗ 
net nach y, To wird | 
yt.7 (48 — Hs T (6g2 — 3gA 4 R)y® 
Tags — 3Ag2 FaBg —c)y » 
Fgs— Ag’ Tg — CgtD=o 
worin man nah Gefallen. zwey Glieder u o fegen Fonn, 
wenn man die Buchftaben a und b gehörig beftimmt. . 
Wir wollen alfe, unferm Vorſatze gemäß, das zweyte 
und vierte Glied verſchwinden laſſen. Zu dieſem Ende die⸗ 
nen die Gleichungen 
48 — 420 
432 — A T2Bg-Ceo, 


Die erſte giebt g = = und bringt man diefen Werth in 

| die andere Bleihung, fo Hat man nach Wesſchaffuns der 
Bruͤche 

As -44B FC 0 

Braucht man in dieſer Gleichung die Werthe ven A, Bund, | 


.c, fo befommt man eine Sbeicuss ver £ vom dritten Stade, 
nenli 





(a3 - 


un ' 


x. 
N 
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Km’? - 4mn * ep) 
.  (zm4 — ı4m2n 7 8n2 2mp — 3ag)fe ° 
+ (mS$ — 16m3n 20m2p F ı6n(n2 — 29) 16npf, 
— ms time — 8m?np — Sm2(n2 _ -® + gmnp 
| — 8p2 2 0 
Sat man aus diefer Steibung f deftimmt, fo wird die lebe 


chung für y, da g 2* zn 


28 AB — 


3A2 
J — ne 


oder, wenn man für c C feinen Werth * — * ſetzt, 
€ As | = \ 


eine Stellung, welche ſich tie eine Steihun des zweyten 
Srades behandeln laßt. Auf dicfe Art wird f und 2 betannt 
und darauf hat man ſogleich 


| — ettargtntg ins: 
x = " 





meta ptm-a- tn 


und die vier Werte von y aus der vorhergehenden Gleis 
"ung geben allemal diefelben vier Wurzeln der gegebenen 
Steigung, man mag von feine Wurzel brauchen, mas für 
eine man till. Nöthigenfalls kann man diefes auf eine der 
Mr. as, ähnliche Art bemeifen 


? 


. Wollte man den Grand, watum die vorhin gefundene - 
eeduciete Gleichung für f nothwendiger Weile eine Gleichung 


des dritten Grades If; a priori finden, fo muͤßte man unter⸗ 
| tagen „was der Werth von F für eine Funktion von den 


” Kurs 
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Wurzeln a,b,c und d ſeyn muß; Zu dem Ende nehme man 
wieder die Hölfsgleichung 2 TfxTgty=ozur Dand, 
und ſubſtituire darin.nach und nad) a, b, c. d für x und für 
y die vier Wurzeln der vochergehenden Gleichung. Indeß 
ift es nicht nöthig, den Werth diefer Wurzeln zu fennen, fon 
Bern da diefe Gleichung Feine ungeraden Dignitäten von y 
‚ enthält, fo darf man nur erwägen, daß je zwey und zwey 
Wurzeln derfelben einander entgegengeftat, übrigens aber 
gleich ſeyn muͤſſen, ind ſich alſo durch y‘, —.y‘, y', — y" 
vorſtellen laſſen, Braucht man demnach) die gedachten Sur 
Ritutionen, fo findet man | 
(a2T7fhtgtyfmo. 
be rfbyg-y =o. 
ce TfctgtTy”=o 
I da fadhxg — 20 
Schaft man ‚hier y’ und y“ weg, fo ergiebt fidh 
a2 +b2 +flat+b)tag=o 
02:7 da 7 f(o-F T=0 Re 
und bringt man g weg, fo wird ’ u 
. "a2 +b2%.c3 — d2 
Am nen 
atboc-—d | 
im alſo qlle Werthe von f zu befommen, darf man nur die 
‚vier Wurzeln a, b, cd, fo oft verfegen als möglich, modurd 
man aber nicht mehr als folgende drey Werthe belommt 
a2 7 b2 — c2 — d2 
aTb-e-d 
a2 * c3 — b3 — dz 
tn atc-b-d 
on. a2 7 d2 — b2 — 02 
ırd-b-ec 
Da diefed die Wurzeln der reducisten Gleichung für End, 
lo kann dieſe Sleicuns feine e debere ale eine cubliche ſeyn. 
Mar 


N 





/ 
j ⸗ 
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Man koͤnnte auch, auf die ſchon öfters befolgte Urt, zu der J 
Sleichung für y zuruͤckgehen und wuͤrde dann wieder dieſelhe 
Sleichung wie oben ſinden. 


} 
J um übrigens die veducitte Gleichung für f, wovon hier 
die Rede iſt, deſto bequemer mit der obigen, nach der Fer⸗ 
rariſchen und Carteſiſchen Methode gefundenen, vergleichen 
au todanen, bemerke man, daß 





a2 b — 2 — = er J | “ 
at —— 
2 | 


N 
if. Run ift ' 
(a Da — (cTd)2 = atst statten 


= — m(aTb— cd) 


— 


—und 
a--e-g: = Gte—br-d/atd-b—2) 
Snd dafene 
arb-e-d)a Tce—b—d)e T4—b— gm . 
— 4mnT8p Bu 1 I. 
AB, fohatman J | 
24,2._22_ 42 nn m3—4mafäp . 
‚ Tb?—c’—d =i—matrb— a) —. 
und folglich | 
x = .aafb—c?—d? m m3— mn sp - ' 


a7b—c—d 737 2(atrb—c—d%. 
Run Haben wie Mr. 32. gefehen, daß die reducirte Gleichung 
fr ı zu Ahren Wurzeln die verſchiedenen Werthe von 
«@ tb e — hat. Folglich ift uͤberhaurt 


Zu (am m — amn t9p 
2 2t 


worans die Verbindung der reducirten Eleieun für f 
wi der oben gefundenen fuͤr ı hinlaͤnglich erkennen Säge. 
3 u 41. De 


n 


D 2 


\ 
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4. 


. Da wir gefehen haben, wie die ſchienhanſenſche Me⸗ 


thode bey den Gleichungen des vierten Grades gebraucht 
wird, wenn zwey Glieder der gegebenen Gleichung wegge⸗ 
ſchafft werden: fo wird es nicht undienlich ſeyn zu erfoägen, 
was bie Wegſchaffung aller Zwiſchenglieder giebt. 


Sollen alfo drey Glieder; nemlih das jtoente, deme | 


und vierte weggebracht werden, ſo iſt eine Huͤlfsgleichung 


von drey unbeftimmten Grolen nöthig, deren Sorm fol⸗ 


gende iſt 
x3 ia px Ehtyzo, 
Schafft man mittelſt Diefer'und ber gegebenen Gleichung 
. x4 } mx3 f nx2 Tprstqa=o 
x weg, fo befommt man eine: Gleichung für y vom vierten 
Grade | 
y4 FAy3 Hay>toyid=o, 


| worin A=oy,B=6d,C#o geſett werden muß, um die 


aweholiedrige Gleichung ee 

| „+D=o 

zu befommen, Aus dem Nr. 14. allgemein Erwieſenen folgt 
aber, daß A eine Funktion det unbeſtimmten Größen £ g, k 
von einer Dimenfion, B eine Funktion zweyer und C eine 
Funklion Dreyer von eben dieſen Groͤßen ſeyn muß, und man 
hat alſo zur Wefimmung der Groͤßen f, g, h die drey Gleis 
"ungen A 6, B== 0, C == 0, wovon die erfte zum erſten, 
die andere zum: zweyten und die dritte zum dritten Grade 
. gehört, fo daß man daurch die Elimination zulegt eine Glei⸗ 
chung für f oder g oder h vom fechsten Grade befommt. 
Auf diefe Art ſcheint die gegenwärtige Methode Feine Ans 
wendung zu Teiden, weil fie zu einer hoͤhern reducitten Glei⸗ 
‚vs fährt ale die acbene iſt. Allein es laͤßt ſich vielleicht 

dieſe 
2 


— 2— 





— " - 
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Diefe Gleichung auf einen niedrigen Grad herabbringen, 
und diefed muß zuerſt a priori unterfucht werden, ehe man 
ne in den angezeigten Calcul einlaͤßt. 


N 42: y ° 
gu diefem Ende frägt fih, mas die unbeſtimmte Groͤße 
«£ für eine Funktion von a, b, e, d ſeyn wird, wenn die Glei⸗ 


hung für y die Form y4 ED = o haben ſoll. Nun giebt 
dieſe Gleichung die Wurzeln 


y=EY-D 
4 


und fegt man daher d der Ränge wegen * —D=k, fo darf 
> man nur in die Hülfsgleihung x3 Tfx2 Fgxthry=o 
nach und nah a, b, c, d fuͤr x und k, —k, kY—ı, 
— X — ı für y bringen.” Hierdurch erhält man die vier 
Sfeihungen Ä 
0 a3 fasffagthrk=o 
b3 Fb2ftbgth—k=o 
Br teftegthtkv—r=o 
«43 Fdafpdg +h—ıIY— ı=o 
= unda aus diefen Gleichungen laffen fi ’ die Größen £, g, hund 
‚.k finden. ' 


Addirt man die beyden erſten und die beyden letzen zu— 
ſammen, ſo bekommt man 
as3 bet a2 haft at bgteh=o 
03 ds (e⸗ taftetdstz=o 
welche von einander abgezogen 
3 +b3° —c3 — d3 t@2+b - e⸗ — a) 
Ftarb—c— dg=oö 
ten, worin bloß fund g befindlich find. Ze 
3.2 Zieht 


I” 
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Zieht man num die der den erſten und die beyden legten: 
von einander ab, fo erhilt man 
a3 —b3 (a2 — baf I (a —bigtfek=o 
c3 — 43 + (e2 — def (e — dg FaY— ı=o 
Multipficiet man die gwente duch Y’ + ı, und addiert fie 
arauf zu der erften, fo wird 
23 —b? He day —ır@a2 —beh(le— 42— ij 
Ta—brec—dV—g=o 
{ine Gleichung, welche mit der vorhin gefundenen verbum 
-den zur Beftimmung von Fund g dient. 


Bringt man’ weg, fo befommt mar eine Gleichung 

für £, wodurch | 

t= zu 2 
aber” - Da biete 
(a+b°--4’Xa-btc-g)V" —T)—(a’ be}? —d2)y —ı) «tb-c-d) 
Ä ‘wird, ‚Hieraus laſſen ſich leicht alle Werthe von f herleiten, 
wenn man die vier Wurzeln a, b, c, dfo oft verſetzt als mögs 
Uich iſt. Getzt man der Kuͤrze wegen 
| M= , 
6⸗ 7262 13a b)u (a3 -Xatb-e-Q 
, N = 
as rb3 —c’ —d3Xc--d)—(c3 dsyatbac-a) 
P= 
(a2 tb2 —ic2 —d2YXa--b) (12 - b2Xafb-c-4) 
| 42 
ts -e3 - - d2)(c—4) _ G2-d2)(etb-0-4) 
M’ = 
, (a3 +03 —b3 aNa=e = — (a3 —es)(ate-b-4) 
Io. N’ 

(a3 103 —b3- 10-2 — B —-d’)(afc-— b-d) 
P= 


- 
. 
ss nn En nn m —— — —— 


) 


7 
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—— @2-c3)(afe—b- 3 
taten So (b? -#Xate-b-4) 
atmen = Bata- Be) 
(a3 }d3 == - (6! - —— 
| ed 4) Td— 5-9 | 


» (a2Fd?—b2—c2)(b—-c) — (2 _ ea)atd- be) 


ſo findet man folgende ſechs Weithe | 


MYNY=-1.  _M-NY-1 
 PrQaYV-ı" P-OoY-ı 
BERN, . M-NVorR. 


an eher \ M"-—- N — ı 


prev Tem 
weiches die ſechs Werthe von £ find, Man ſieht hieraus, 
daß diefe Gleichung eine Gleichung vom fechsten Grade wich, 
wie folches auch ſchon auf eine andere Art gezeigt worden ift. 


W B8ö. — 
Nun kommt es darauf an, ob dieſe Gleichung auf einen 
niedrigeren Grad herabgebracht werden kann. Dies findet 


wirklich front, fo mie ſolches neunkiteik der Ferm der fechs 


Wurzeln der gegenwärtigen Gleichung gezeigt merden ſol. | 


| Tenn nimmt man an, daß die beyden Wurzeln. 


MENV rg 3 M—NVY-ı 
m P-Q/Y-ı A 


PFaY-ı 


33 | duch 
( 


358 I Bon ven Gleichungen. 
durch die quadratiſche Gleichung 

. 2 +tefpu=o 
vorgeſtellt werden: ſo iſt wegen der Natur der Gleichungen 
m MEN it, MN M— NY-t 
* PLavY=ı P— P-ar-ı. “ 
| ud y 
| M+NY-ı M—-NY — ı 
” = Troy -ı — 


ı 





oder 
"a(MP F NO) _ M2FYN:2 
Ä SD mu | 


Run behaupte ich, daß die Größen + und u von feiner ans 
dern Gleichung abhängen Fünngn, als von cubiſchen Glei⸗ 
chungen von der Form m. 
u ZER+r-0=0 - 
u3 — Hua Ku L=o 
worin die Eoefficienten E, F, G, H, K, L rationale Zunfs 
tionen von den Eoefficienten m, n, p,q der ‚gegebenen Gleis 
chung find; dergeftalt, daß man, wenn 1’, 1”, €” die drey 
Wurzeln der erften Gleichung ausdrucken fſolgende drey 
Gleichungen für khat 
f2 ef Fu = o 
f2 Ft + a" = 0 
f2 + fr u y’" =o 
in welche ſich die vorhin gedachte Gleichung für f k dom ſechs⸗ 
ten Grade auflöfen laͤßt. 


| Um dies zu beweiſen darf man nur die verſchiedenen 
-Werthe aufſuchen, welche die Größen t und u, d. h. die 





_MPFNQO. _M2}F+N2 Os 
Sunftionen ERGE und Par az Durch die Verſetzung 


der Wurzeln der gegebenen Gleichung a, b, c, d haben koͤn⸗ 
\ N B ü x 2 \ nen, 





X 


4 
9 
⁊ 


J 
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en, "denn ed Hätte in die Mugen, daf die daher ſich ergeben⸗ 
den Werthe die Wurzeln der Gleichung für € und u find. 
Nun iſt die Summe aller möglichen Berfegungen dep, vier 
Größen a,b,c,d=4.3.2.1=.24, und es mäßten alfe - 
Aberhaupt genommen, die. Gleichungen für t und u bie zu 
dem vier und zwanzigſten Grade aufſteigen. Allein es fin⸗ 
den ſich unter diefen Verſetzungen verſchiedene, welche eben 
dieſelben Werthe geben, und welche daher nicht befonderg | 
genommen werden dürfen. Denn verwechſelt man 


ie 7 a md’b, b. bleißen die Groͤßen N und Q@ dieſelben, 
und die Groͤßen M md P-verändern bloß das Zeichen,’ % E 
daf die Größen t und u diefelben ‘bleiben muͤſſen. Hieraus 
erhellet, daß die vier und zwanzig Verſetzungen der Buchſta⸗ 
ben a,b, c, d eigentlich ˖ zwoͤlf Paar einander gleiche Setzun⸗ | 
gen enthalten. Hierdurch wird .die Menge der Werthe von 
t und u ſchon his auf zwolf vermindert, Verwechſelt man 

ferner | - 


2, c und d, fo bleiben die Größen.M und P Dhfeben, 


and die Größen N und,Q. vesändern bloß das Zeichen. Dies 


bringt aber Feine Veränderung t in den Werthen bon t und w 
„hervor, und e8 bleiben daher, da diefe Vertwechfelungen uns 
abhängig von den vorigen find; vom den vorhergedachten 
zwölf Werthen dee Großen t und u, nur nad ſechs übrig. 


2 Verwechſelt man endlich‘ zu oleiher Zeit, aund c, J 
and b und d, fo entſteht auch dadurch keine Veraͤnderung in 
den Werthen von t und u, und es veduciren ſich daher die J 
ſo eben erwaͤhnten ieh Werthe auf drey · | 


Fun fann man zwar auch noch a und pl und b und e zu 
gleicher Zeit unter r Shnlichen Umftänden verechfeln, allein 


ir | 34 da 
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da dieſe Verwechſelung ſchon in dem vorhergehenden enthal⸗ 
ten iſt, fo braucht davon hier weiter feine Rede zu ſeyn. 


Dieraus folgt, daß die Gleichungen für t und u vom 

/ aaften Grade nicht mehr ald drey verfhiedene Wurzeln ent⸗ 

ü halten koͤnnen wovon aber jede ſieben ihr gleiche neben ſich 

hat; fo daß diefe Gleichungen eigentlich nicht anders ale zur 
adten Poteſtaͤt erhobene cubifche Sieichungen An 


, 


Wir Haben auf. diefe Art a priori gefehen, daß es nicht 
‚mehr ald drey verfchiedene Werthe von t und von'a geben 
fann. Nun ift leicht zu finden, daß diefe Werthe von t 


- a(MP + NO) ECMPFNQN  S(Mup« + MQe) 


- Ps}Q2 A⸗ 
— und von u | 


| . Ma + N2 M'2 + Na M''2 + Na | 
0 Patas' Parom Param 
| ab, fo daß (Rr. 43) . 





| pr _ (MP + NQ) 
„ r. P2 7 Q2 
u _, (MP T N’QY) | > 
pero 
vn 2(M'P“ + N'Q’NY. 
p''2 TQq'2 
y = M2 T N? 
P2 7 Q2 
M'2 + N’2 
“ ——7 
u. = 'Pr2 + Q’3 - 
u u M’2 + N 


En Vu nun nd 
j P’'2 7 Q”2 | j 
— iſt. 
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iſt. Denn bringt man dieſe Werthe in die Coefficienten E, 
F, re. Der Gleichungen für t und.u, melde bekanntermaßen. 
auf folgende Art außgedrucft werden muͤſſen 


E = — t + r’’ + et, rF= — ee‘ + er T erg G= t⸗ e ga 


H== u '+ u’ u“, K= u | uu“ + u“u“, Lu‘ ua 


ſo bekommt mar Funktionen von a, b, c, d, welche dieſelben 
bleiben, man mag die Groͤßen a, b, c, d verwechſeln wie man 
will, und melde ſich folglich durch ratisnale Funktionen von 
den Coefficienten m, n, p, g det gegebenen Gleichung, Deren 
Wurzeln a, b, c, d find, ausdrucken laſſen. Auf dieſe Art 
kann man alſo den Werth dieſer Coefficienten auch directe 
finden, fo mie wir ſolches bey den bisherigen Unterfuhungen 
ſchon öfters gethan baden. e 

Uebrigens kann man, ſobald man die Burzeln € €‘, t, ie 
‚der Gleichung füt t kennt, durch fie die zugehörigen Wurzeln 
uw’, u“, u“ der Gleichung für u, ohne Auflöfung einer ans 
dern Gleichung finden. Denn nimmt man die drey Ausdrücke. 

u’ + u’ * u’ 
fl tu‘ + t“u⸗ * gt 
t'’2u‘ 7 t.'2y’ + way 


und fegt darin für et, €, 2 und uw‘, a“, u’ ihre Werthe 


Aina,b,o,d, fe. fieht man leicht, daß Die daraus entſtehenden 

Kunftionen feine Veränderung leiden, wie man: auch die 
Größen a, b, c, d verſetzen mag, fo Daß fie fich allemal Dutch 
rationale Kunftionen von den Coefficienten m, n, pı q aus 
drucken laffen muͤſſen. ‘Auf diefe Art laſſen fich die Werthe 
dieſer Ausdrüce finden, und dann hat man durkh fie drey 
Gleichungen, durch welche ſich Die Größen u‘, u“, u“ leicht 
beſtinmen laſſen. 


1— 332 45. Da 


— 


, 
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‘ 


45. 

Da wir alſo a priori Äberjeupr find, daß ſich Die redu⸗ 
cirte Gleichung des fechsten Grades, auf weiche die Hier uns 
terfuchte Methode führt, auf eine Gleichung des dritten Gra⸗ 
des herabbeingen läßt: fo wollen wir nun auch die Art und 
Meife Eennen zu lernen fuchen, welche die Rechnung dazu 


erfordert... Man nehme. alfo wieder die + Bhifoleiomn 


mer, 7 


'x3 Hfaetgxriitye 
zur Hand und ſuche auf die gewoͤhnliche * (fr. 11.) die 
Bedingungen ‚unter welchen diefe Sleihung mit der geges 
benen / 
x4 Emx3 Fox yprfgmg 
eine Wurzel gemein hat. Man dividire alfo. die sieltheilige 
Brölt — 
meta tetame 
durch . 
ss tfa get 
Indem man der Kuͤrze wegen ’=h ty fetzt. Den Quo⸗ 
tienten bey Seite geſetzt, ſo iſt der Reſt | 
| Mx2 * Nx + pP?’ 
wenn man 
“ M=r— g — f(m a e) F Pr 
N' P - Kk — gom —) * 
B q - him -) 
annimmt. Ferner dividire man die ee deilise Sthe 
13 Bei dpa tb. ' 
durch die dreptheiligk . 
.Mx2 #.N’s hP, ’ © >: 
fo wird: ver neue Neft: 
P' + N PR: Np⸗ 
(6 — MT t7 x Th— T TT 
R = Ä und. 


.r . 


t 
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und diefer muß der gefuchte gemeinfchaftliche Divifor ſeyn, 


‚weil er bloß x in der erſten Dignität enthält. - Segt man. 


ihn Daher = o, fo wird 
. M2h’ — MPf + N’p- 

'M3g — MiP' T NTETN“. . 

und dieſer Werth, in die Gleichung Mx2 N’z } P’ == 0.99 

vet, giebt die gefuchten Dedingungen. 


* 


x mn — 


Man ſehe nunmehr 
| N=ep-b-gsm—9 
.„P=qg-b(im— f) 
. je: bat.mon, dah’—=h Try if 
:N=N—y 
Pe Ro (m — Hy 
; Bringt. man: diefe Weuthe in den Ausdruck. ‚fie x und fegt 
ferner 
u. Q = M3h — MP£ + NP Ä - 
R=M2 +(Mf—NIf—P... 
Ss =MN2g— M{PY+NDT N 
T=Mm —2N. 
faq wird ' 
QFRyr(m— Hy!- 


x em 


'stTyrty2 Zu 


und die Gleichung für die gefuchte Bedingung wird. 
MQTRyT (m — Ny2)2 


FY.— NXQFRy FT m— Ny2)($ + Tty) 


TP—(m— NystTyty)=o 


Entwickelt man diefelbe und ordnet fie nach den Poteſtaͤten 


von y, fo. erhält. man nad vorgenommener Reduction ‚be 
‚Sem Ä 

yet apa toytDm=o Ä 
wie wir t bereite oben gezeigt haben, _ | 


In | 
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In dieſer Sleidens für y find die Coeffictenten A, B, 
-C, D ganze rationale Kunftionen. dreper unbefimmten Sroͤ⸗ 
. gen f, g, h und. zwar A eine Kunftion einer, B eine Kunftion 
zweyer Dimenfionen u. ſ. f. Setzt man nun, um diefe Gleis 
&ung auf zwey Blieder zu beingen, A=o, B=o, C=o, 
ſo befommt man darin Gleichungen, aus welden ſich ſogleich 
die Werte von g und h durch £ beftimmen laffen, und auf 
ferdem eine Endgleihung für f vom fechsten Grade, Die auf 
dem dritten Brad hervorgebracht werden kann. Denn divi⸗ 
dirt man fie durch eine quadratiiche Gleichung wie 12 + ef} 
u=o, ſo bekommt man zwen Gleichungen fär' t und u, 
welche die Bedingungen erithalsen, unter denen die Diviſion 
‚ohne Reft vorgenommen werden kann, und mittelft Diefer 
Gleichungen läßt ſich fogleich u durch t beftimmen, und dann 
eine Endgleichung für t finden, welche Den dritten Grad nicht 
uͤberſteigt. Loͤſet man diefe cubifhe Gleichung auf, fo kennt 
man t und dann ach u, und lernt darauf f Durch die Auf⸗ 
Iöfung der vorhergehenden quadratiſchen Bleihung und g 
und h duch einfache Gleichungen Fennen. Auf diefe Art 
werden alfo alle Soefficienten D,Q,R, 5, T bekannt, 


Iſt nun die Gleichung für y dur Besfbaffung der 
Zwiſchenglieder auf y+ t D==o gebracht, ſo find die dies 
Wertheven y | u 
u EY-dDmbEaY-D, vV-ı 
und dieſe Werthe, nach und nach in den obigen Ausdruck 
für: x gefegt, geben die — der gegebenen Gleichung. 

Da die Formein, auf welche der Calcul fuͤhrt, zu weitlaͤuftig 
ſind, ſo begnuͤge ich mich, a anzuzeigen, und will das 
gegen Mittel aufſuchen, ihm abzukuͤrzen und einfacher zu 
machen. 


| " 
4 R 46. Da 


‘ 


“ t ‘ — ' 
— ’ ' 
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46 " 
Da die WDurjel x die Form 
QT Ry, + fm — f)y? 

7 St Tyty 
Bat, fo Daß darin die Groͤße y aus der Sleihung 
. y4+4D=o | Ä 
beſtimmi werden muß: ſo iſt leicht einzuſehen, daß man die⸗ 
ſem Ausdrucke fuͤr x die einfachere Form 
bybeyr ays | 
"geben kann, wenn man a, b, d und d von Q,R ıc. abhan— u 
gige Coefficienten ſeyn laßt. Denn multlplieiet man Zoͤhler 
und Nenner des Bruchs | | 
' Q tray t tm — Ay? Ä 
strTyTy? | 
duech 8 — T y PR : fd wird der Nenner des neuen Binde = 
“erw Try Oder s® 7 (28 — T?)y® Ey#4 ’ — 
| | oder 
.. 0489 - Typ . 
wenn man — D für y@ ſetzt. Multiplicirt men ferner fe . 
wohl den Zähler ald den Nenner duch 
s2 D—. (5 — T2)y2, 
R wied Der nunmehrige Wenger 
ED — US 12724 
> ber da y4 - D iſt, 
(92? — 53 D (28 — T2)2. Ä 
und enthäft.alfo Fein y mehr: Man kann alfo in dem Nuss 
drucke für x, indem man den Zählee und Renner durch 
G— Ty+y2)(8? —D — (a$ — T2}y2) multiplicitt, y 
aus dem Nenner megbringen. Hierdurch aber wird der Zaͤh⸗ 
‚ ter eine vieltheilige Groͤße, worin y bis zur ſechſten Dig je 
auffteigt; allein fegt man Darin — D für y4, — Dy für 
und — Dy* für ys, ſo enthaͤlt er * bloß bie Dignitäten I 
y’,Yy 


x = — 


— 


/ 


N 


\ 
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7. ‚und der Ausdrud für x. befguamt demnach die Forn 
atrbytey2Fdy3. Ä 


Da die Subftitution der Werthe von y aus der Glei⸗ 
hung ya F D=o bie vier Wurzeln geben muß, welche x 
in der Gleichung 4 F mx3 Fnx2 Tpifg=e © bat: ſo 
kann man dieſe Gleichung als aus 

smatbyto2 td, ady47D=o 
durch eie Elimination von yentftanden, betrachten, wo denn 
die Vergleihung der homologen Glieder vier Gleichungen 
darbietet, vermittelft welcher man vier von den Coefficienten 
3%, b, c, d und D befiimmen kann. Der fünfte aber kam 
nach Gefallen angenommen werdet, 


Dies Tind die Methoden, wie $ Euler und Bezout die 
: Gleichungen des vierten Grades in den Re. 18. angeführten 
Wemoiten aufgeloͤſet haben. = 


Euler fegt ſogleich c21 und findet duch Wegſchaf⸗ 
fung der drey übrigen unbeſtimmten Größen a, b, d eine res 
ducirte Gleichung für D vom dritten Grade. Bezout hinge⸗ 

gen ſetzt D=— 1, und findet.eine reducirte Gleichung für 
e vom ſechsten Grade, die ſich wie eine cubifche Gleichung 
behandeln laͤßt, weil ihr die Glieder fehlen, worin die undes 
Fannte Größe in einer ungeraden Dignität ſtehen würde. 

Er fügt zugleich die'Anmerfung hinzu, daß man, wenn man 

boder d’anftatt c fuchen wollte, eine Gleichung vom vier 

und zwanzigſten Grade finden würde, deren Erponenten 

Vierfache von vier wären, und welche fich daher tie eine 

Gleichung des fechsten Grades behandeln liefen. Ferner, 

daß eine veducirte Gleihung für bd bloß eine cubiſche Glei⸗ 

chung ſeyn, und folglich die teducirten Gleichungen für b 

voder d bloß die Somiengteisen des dritien Grades haben 

9 wuͤrden 


J 
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wuͤrden weil‘ fie mittelft der Gleichung fü bd in, drey BGlei⸗ 
chungen vom achten Grade zerfällt werden koͤnnten, die ſich 
wie quadratiſche Gleichungen auflöfen ließen, weil die Erpe⸗ 
nenten darin Vielfache von vier waͤren. 


\ 


Ich begnůge mich mit der Anzeige dieſer cefultate, weil 
ſie jeder leicht ſelbſt finden kann, im Fall er die gedachten 


Memoiren nicht zur Hand hat, und will dqgegen den Grund 
davon a ı priori aufſuchen. . 


ur u | 
Die Werthe von x; d. h. dig vier Wurzeln der gegeben 

nen Gleichung mögen x’, x", x'", x", und die vier Werthe 

von x aus der Steihungy* +Deo, wie oben £ + * —D, 


2° F 
= Y—d.VY-ı ſeyn. Bringt man dieſe Werthe BR 
und nach in die Gleichung 
x at by tey2 } äys 
ſo bekommt man dafuͤr folgende vier on 
x wurst ntef tat on 
zu Sun ntefm ah 


ua —D. ie uk ar | 
a EEE D3, V-1 3— . 


— —— Yo cyD2 + iv — 
| D3 * — I. . 
| Addirt man nun zuvoͤrderſt diefe vier Gleichungen zu ejnan⸗ 
der, ſo wird 


x’ T x’ Tx" zu —— 42 * — m und alſo 
u “ Fu m . ». | 
_ a 3 mung, 
4 


.. j j x > [a . 
f . ‘ . Addirt | 
. : „' \ . . 


- 


— 


sg 1. Von den Gleichungen. 

| Addict man ferner erh die beyden erſten und dann die bey 
| den andern, 0 findet man 

x’ t x = 2. + zeFD2. 

zu * “= = 2a — acYD2 


‚woher 
x' + x — KU gen 


cYD2 = =yY—b= — 


wird. Setzt man alfo mit EKulern = ı, fo wird 
_pe (x’ * = — x — * 
16 | 
Diefer Ausdruck für D giebt bald zu erkennen, daß die Glei⸗ 
chung kuͤr D eine cubifche Gleichung iſt, wie Euler gefunden 
hat. Dem es iſt diefe Gleichung nichts anders als die oben 
(Ne. 32.) gefundene reducirte Gleichung für t,. wenn man 
Darin — 16D tür ı fest. Es war endlich 
F tmt=>2= arb—c— 92 
angenommen worden, unda, b, e, d hatten eben die Beden⸗ 
tung, welche hier die Buchſtaben x’, x", x", x" haben, 
d. h. fie ſtellten die vier Waren der gegebenen Seichnus 
oo. 0.00% 


R Wenn: man aber nicht — 1, londern! bem.1 fett, fo 
. bleibt diefe Gleiche Feine cubifche,, ſondern fie ſteigt bis jum 
festen Grade auf. 


en 

Denn zieht man die beyden erſten und die bevden a an⸗ 
dern von den vorhergehenden vier Öleichungen von einander 
ab, wird | Fbr 


a— x" “at Dt 


zu at - D — ar — Div 
1. - f R . und 


6. Bemert, über die algebr. Aufl, ber Gleichungen 369° 


Er \ ; u ‚und. hieraus J 
— KU (x - m. > — 1 u w. 
ae Ge ar ae EN, 
ar — v= Zt 7 





Sert man demnag b=r, ſo ergiebt ſich 
I p ni & — xU = En ben * — I ! | | ) 
und dieſe Groͤße hängt, wie man bald fehen wird, von n einer Zn 4 


Gleichung ı vom fepsten Srade ab. 





48. 
Sagt man ei Bezout Di 1, fo bat man aus Ye 
- vorbeogehenden Kormeln | 
. x’ 7 x’ — gt zum ze . 
4 . : j 4 j R 
und hieraus läßt 16 forleen, daß die reducirte Gleichung | 
für c eine Gleichung vom feheten Grade mit geraden Erpas — 
nenten ſeyn wird, wie Bezout gefunden hat. Denn es if | 
offendas, daß der Werth von — D bey der Eulerſchen Sypos _ 
theſe mit-dem Werthe von c2 bey der gegenwärtigen Ans 
nahme uͤbereinſtimmt, fo daß man durch die Segung von 
= 62 fuͤr D die reducirte Gleihung von Eulern in. dit von 
Bezout verwandeln kann, wodurch dieſe eine Gleichung vom 
ſechsten Grade wird, welche ſich wie eine Sleichung des 
dritten Grades behandeln laͤßt. Uedbrigens iſt diefe reducirte 
Gleichung fuͤr e mit der obigen für Nr. 29. eineriep, wenn 
man darin — 20 für z van = 


ca 


. Bun- wollen‘ wir die zoamd der tebrueirien Bleisungen 
fk b und d 3 auffagen, fo- daß wir durchaus mit Pezont 
Sa Br Ds 


N 


470 ":  1.Won den Gleichungen. :. - 


DæS — r annehmen. Bey dieler Vorausfegung iſt aus 


den Formeln der vorigen Re. \ 
x — x — (x“ — —A — F 
nn 4 | 


. ’ — x’ — xl + er — xy — 1 
und hieraus findet man alle Werthe von b.und d, wenn man 
darin die vier Wurzeln x, x”, x’, x’ auf alle midgliche 
Arten verfegt. Auf diefe Yet, ißt h ch aus dem Grad umd 
der Korm diefer Werthe der Grad und die Natur der Gleis 


= ungen fließen, wodurch b und d beſtimmt werden müffen. 
Es iſt daher 


1. Die@feihung für heben die als die Sleichung fär 

4, mei der Werth von d aus dem Werthe von b fich ergiebt, 

wenn man darin die beyhen Wurzeln. x’ und x’ mit eins 

ander verwechfelf, fo daß die Werthe von b und d Wurzeln 
einer und derfelben Sleigung ſeyn muͤſſen. 


2. Dieſe Gleichung iſt ͤberhaupt genommen eine Glei⸗ 
chung vom 4.3.2.1 d. h. vom 24ften Grade, weil man die 
bier Größen x’; x", zn, a" auf ſo viel Arten vieſeten 


kann. 


| 4. Hat dieſelbe lauter Vietaqhe v von .4 m ihren erbo⸗ 
nenten, indem leicht zu fetzen iſt, daß auch — b, bV — 1, 
— by — 1 Burzeln Davon. ſeyn muͤſſen, wenn b vergleichen 
7 MM Nimmt · man nemlid wie porhin ' 
oo. » _ De x", — (x — KUN -r 
" 43,2, . : 
fo fällt in die Augen, dab b in — b, wenn man x’ In x” 
umd x” in u; in BY. — 1, wenn man;x inx“ und x“ 


in x, und endlich An by I übergeht, wenn man x": 
in 


\ . . 2 & .. 


6. Bemerk. uͤber die algebr. Aufl. ber Gletchungen. SE 


in x” und x” in x" verwandeit. Hiernach muß die Glei⸗ | 


chung für b unverändert bleiben; wenn man — b od 
 EbVY -ıfüc biegt, und dazu ift sibthig, daß diefelbe we⸗ 
der ungerade noch gerademal ungerade Dignitäten von b 
enthalte. Setzt man daher ba ==, fo folgt, daß man eine 
reducirte Gleichung fir » vom fechsten Grade Haben wird, 
Auch iſt dieſe reducirte Sleichung für.» mit der für — D, 
b= 1 gefegt, (Nr. 47) einerley, weil der Werth Di pon.- —D 


mit dem Werthe von ba übereinfimant, J 
| By 


Man Pönnte bier auf eine ahnliche Art, mie oben: N: 


ap. beipeifen, daß ſich Diefe Gleichung fuͤr⸗ in drey Gleichun⸗ 
gen vom zweyten Grade und. zwar vermittelt einer reducir⸗ 
“ten Gleichung, nom ·deitten Grade jerfällen laſſe. Allein es 
giebt dazu noch einen eintachern Wes nemlich folgenden. 


Ich ſuche das Piodpft von b und d, hemlich rum 

—E (x’ > + (xtr — EI u “ 
1 

Run iſt .5317 5 434 


(@— x')2 + xt )2 = — x’2 rx⸗ Air px — 
2xxꝰ Tr RK Sm 2. — an-— (a. + xt) 

und die Größe x'x” + x iſt offenbar mit der Gräfe u 
Nr. 30. einerley , welche wie wir geſehen haben, von einer 
Gleichünd des dritien Grades abhängt. es muß dennadp 
auch die Gleichung fuͤr bd eine cubiſche Gieichung feorl, 
Da fernee we 


ur? » 
.r.. 


. m2 an — zu. wa 
RAR —6 bd = — — wie 
16 
iſt, 7 findet man diefe Gielchung für Bd; ' wenn man in In 
u an 
B Gleichung für: a der angeßuhrten Ne, — re 
für u Fan * “ U. " 


‘ 
\ 


I 
. 
. . 
. * 
* 


.. N. ui 


- 


5 . > . ’ . 
eu MM Par 8 are T 





s72 1. Win den Er ungen 


Nun ſeyen 2, e die Warzen biefer Sleihung für 
bl, fo Hat man | 
U r=-Bol wi han ya. 
x | | md. — an gig + gg | 
ab EDER; 
R 16 ‚8 u 
rZ Er m? — an ni wir | u . x 
16 - 
Muitiplicirt man nun die beuden Gleihungen der asiten ie | 
xx" zealbtd) und a — gt ab—=d)V —ıI 
| mr einander; fo findet man 
x'2"' 1 —7*0 — —** —— gg. * 462 — 42) 21 
9 folglich J 
—* 42 — d2vx — 1* glg —* e9 
unh wenn Mau iuadriet 
bio ab2d2 + de = — 4, — 1) 
Nun war ader ba = 4‘, und es ift daher” 
| b4 * da ==- a2. — 4" — Ds 
LE u u | 


.'t 


D 2 


0 rl - —2 


"folglich 

. be u (1) TE EZ E 

eine Gleichung vom achten Grade, welche ſich, dem Kefub 
tate von Bezout gemäß, ivie eine auadratiſche Gleichnug bes 
handeln läßt. . 

In Anſehung der reducitten Steigung für b verdiene 
bemerft zu Werden, Daß, wenn 1, =, «2, #3 Die vier Vur⸗ 
geb der Gieichung x — 1>=0 vorftellen 


b = + dx + #2: * 28 








6. Bemerk. überbie aigebr. Aufl. Ber Gleichungen. 373 
- Ser, went man, wie: denn dadurch nichtd· veraͤndert wird, 
zn in 120, x’ in x und x’ An x verwandelt, & “r 
Sn geile! er Leis 
iR. Bieter Ausdruck if dem Helich welchen wi oich | 
Nr. 6 und i9) für die reducirte Gleichung des dritten Sr 
des gefunden haben, und fo erhellet die ; Achnlichkeit der i⸗ 
ldſung der Gleichungen des vierten Grades ‚welche fi auf 
dieſe letzte Methode wi Mit J Pant “ wotiſcer 
IJ Gleichurgen. — J 001 


z W et man 

. N J weten Gr 49% . ten ”». u 
J vor 
, Rimmt man die Gleichungen Ar. u: | 


“ an, 
. 


Er nn ‚x=z.atrbrteyt ‚8 Bere 

EN yet ae * 
wieder zur Hand, und ſetzt y2 = z, fo behomt man — 

—— —— N 


ee 5 — 22 F 2 vi { 

Befrpe man bie erfte von der Irtationalitat ſo wieb m 
(x cz lb rt dı)se. =. 0. 

und Biefe Setsuig um 16 mittel > = pianfdiee 


rem teionen J U 
RT" — ——— J 
m diefe Ast hai man bie beyden Sleitangen 

u 2er De ' J 


* 


— — —— * 
welche dutch die Elimitlation don z eine Bleichung bes vier⸗ 
"ton Grades geben, welthe ſich mit der gegebenen u 
xa tms pa tptgmo 
7 sergleichen tAGL ‚fe: daß man vermittelſt der Vergleichung | 
IJ der analogen Olieder vler vor den eseficichten 65. 
| Aa 3 und 


FE 3. Bon den Sleihungen.: ea 
| -D Sara. Pain ne, Bela annehmen 


Tann, ten: * I BER Bu * 


Dieſe aha iaei mit deijenigen auf cines hinaus, 
welche Bezouf in in ſeinem Nemoire ‚von. 1762 über, Die Bleis 
ungen gegen das Ende, “und zum awegtenmale in Dem. Mi 
Moiren von 1765 8 S 348. ‚als ein, ‚Bepfpiel einer allgemeineh 
Methode geliefect har , welthe fi ch auf alle‘ diejenigen Slei⸗ 
ungen⸗ erſtreckt deren EN) e durch ı einen Erponenten be⸗ 
merkt wird. welcher ei je zu animengefente Zah. iſt. In der 


erſten diefer- Abhandlungen ſetzet der Verfaſſer = — — 1, 


und findet eine Endgleichung für k vom dritten Grade Fa 
der zweyten feget ee D= — I und,f kemmt auf eine Endglei⸗ 
cung für g vom feipäten” Brade mit ‘geraden Erponenten, 


u. 


die ſich folglich wie eine Steicpung boin dritten Grade auflds 


fen laͤſſet. 
RE N} :1 HERAN BEFEENEN — 2v 24 „. ton ET 140; | +d 
Um den run Dice Refultate „eingufehen, darf man 
nur bemerken, daß man, daz= der —D, folgende zwey 


Heghungent haben wird Bun ene— 

| x Cham Rich N} kim Dymo 
et. 7 Dr ha 

deren Broduft, die gegebene Gleichung fepn: wird fe: ww 

eine dieſer Gleichungen zwey MWunyehnider gegebenen, und 

die andern die heyden übrigen Yyrzefn, derſelben enthafge 

muß. Vermoͤge der Natur dep Öleipungen, haben wie 


demnach oO me si * d * 13 * — 


niert, el.) m Ss * NEN RR — er 
ft eY ara KR 4 


oz2pivrt ei sm} Rx 


en... 77280 xS V ———— 
Idıy x ARD: —— E27 Be Lu —A— —X8 3 


uw AR | Sept 


6. Bemerk. uͤber die elbebe. Auf der Blaͤchungen. 37% 


Setzt wann nun == — t, und ſubſtieniret den aus det erſten 
Gleichung | abgeleiteten Wert) vonY — D, in de; zweyten, 


for Wan mun et met. u. 
+ F Kr ll. un”, 
= 4 u“ 
7x — Kr nn [ 


und hieraus laßt ſich schließen; daß DIE Gleichuag Me X bloß 
‚nom deisten. Grade ſeyn wird: ‚denn,auf welche Art an, au 
die vier Wurzeln xx", x’, MID verfegen mag. fo wird 
man doc) nicht mehr als folgende drey verl dieden⸗ Werthe 
ben k erhalten 


x “u — nr. ua 
v 


, : x' 7 xꝰ x — wm 
x oo, guy 
x’ T vw x" — x | 
G.. ii — 5J. 1 F —— PU, FRE. nr 9 
aus NEN: | | 





| beemittäht? weicher Bette man’ die Steigung für k Kam; . 


wenn man will, direete finden kann. ee 


Seßet man D = — ı, fo erhält man 


Ki }: un 22*“ + x— x x ., 
8 — — — —— —— —— L 
2 . 2 


ſo. daß die Größe g; mit z Nr. 29. einerlep-fene wird, und 
die Nri 32. gezogenen. Kolgerungen, ihre Anwendung finden 
werden⸗ Gucdet'man, bey dieſer Vorausſetzung Dan 








die Bolte.h ftatt B fo findet man Ehen. 
u: Kt gun. " oo ⸗ 
k:= a tr 
Pr die Btcihung für k wird vom fechsten Grade, mit ger 
taden Erponenten fepn. Ihre Wurzeln find.  . . . 2. 
KU KR I gt 
öLITWA. XSCSSC.. 


276 "L Bon. den Gleichungen. 


— — — Bi zz — ax” —— — 2 
a 3. 


Hebrigens tann dieſe Gleichung für k, leicht aus der Beh Ä 


. Kung für u Br. 30. abgeleitet werden, Denn da 


— a dann, 
“(man erinnere fi, daß bier x’, x’, zit, xuu nichts anders 
als die unter der angeführten Re. mit a, b, c, d bezeichneten 
. Größen find, nemlic die Wurzeln der gegebenen Sleichung)j 
ik 
8 —ab⸗ az — EDE — — = 44 

| alſo 9 | — 
u=aYgtks). u 
Bringt man mn diefen Werth in die Gleichung für u, un 
ſchaffet alsdenn die Irrationalitaͤt weg, fo wird man eine 
-@leihung vom festen Grade, für k erhalten, dayen (in 
in Epponenten Vielfache von 2 find, 


Sa . 

Wir fötiegen bier unfere Unterfusung derer Methoden, 
welche die Auflöfung der Gleichungen vom vierten Grade, 
betreffen. Wir haben diefe Methoden nicht nur unter eins 
ander verglichen, und ihren Zufammenhang und gegenfeitis 

ges Berhättuiß gezeiget; fondern wir haben auch, was un⸗ 

ſere Hauptabſicht war, den Grund a priori angegeben, wars 

"um diefelben zum Theil auf reducirte Gleichungen vom drit⸗ 

ten Grade, zum Theil auf ſolche vom fechsten Grade, die 


ſicch aber auf den dritten bringen laſſen, führen: nnd man 


wird bemerkt haben, daß dies überhaupt daher ruͤhre, weil 
die Wurgeln-diefer veducitten Gleichungen, Funktionen Der 
Sedben xt, alt, gilt, zii. ‚von ſoſcher Veſcheffenheit ſind, 
| F dab, 


. Vement. über bie algebe. Aufl, ber feichungen. 377” 


Daß, wenn man diefe vier Größen auf alle moͤgliche Arten 
verwechſelt, jene Funktionen doch nicht mehr. als Drep vere 
ſchiedene Werthe erhalten koͤnnen, wie die Funktion x’x“ 
_F 3x4; ober ſechs Werthe, worunter aber immer zweye 
gieich find, Aur mit entgegengefegten zeichen, wie die Funk⸗ 
tion re εIνεy. Tape Meritie 
von ſol het Mefchafienbeits def: wrgerman Hain dee Paare 
theilet, und die Summe, oder das Produkt der Werthe von 
jedem Paare nimmt, dDieferDerup: Summen, oder ‚deep Pros 
dukte immer die nemlichen bleiben, was man auch fuͤr Ver⸗ 
wechſelungen mis dben Sedenx⸗ Zar ER ze machen mag; 
wie bey. der Funktion Rr. 42., Dies iſt etwas Eigenthuͤm⸗ 
liches dieſer unktionen, non welchen die autzane der Sich 
Gungen Dom viren © Grade edbängt 


mn ee Ir 
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| Dritter Abſchnitt. 
Bon ber Aufldſung· dab. Mleichungen von dem fünf 


ten, und von beit ‚höheren Graben. 


Die Auflbſung der Gleichungen, die von einem hoͤhern 
als dem vierten Grade ſi nd, gehoͤret unter die Aufgaben, mit 
welchen man noch nicht zum Ziele hat Fommen fönnen, obs Ä 
gleich Fein Grund vorhanden ift, die Sache für unmöglich zu 
halten. Bis jegt find mie nur zwey Methoden befannt, aus 
welchen man einige, Hofnung eines glücklichen Erfolges ſchoͤ⸗ 

pfen koͤnnte. Die eine, von Tſchirnhauſen, welche er in | 
Den Leipziger Act. erud. v. %. 1683 befannt gemacht: die ans 
dere, welche Euler und Bezout faft zu gleicher Zeit bekannt 
‚machten, der erfiere in den neuen Petersburger. Commenta⸗ 
rien Tom. IX., der andere in den Memoiren der Akad. d. W. 
# Brit, vom Jahr 1765: Dieſe Methoden gewaͤhren den 

r Vor⸗ 


—E 


J 


⸗ 5 BEE = u 
7. Fortſ. Berngsf, uͤbedie aig. Aufl.d, Gleichungen. 379 
Borthelt einer allgemeinen und gleichfoͤrmigen Aufloͤſung der 
Sie ichungen vom dritten und vierten Grade: ein Remus, 
- Der. ihnen eigen if, und der ung folglich ein guͤngiges Bots 


urtheil für ipee Anwendbarkeit auf die. höhern Grade machen 
„Fann; allein die Rechnungen .- weiche ſi ſie deh den Gleichun⸗ 


. gen. vom fünften und hoͤhern Grade erfordern, ſind, ſo weit⸗ 


mlaͤuftig und verwickelt, Daß, der enfte Rechner da⸗ 
durch abgeſchreckt werden kann. 3 8. um die Tſchienhau⸗ 
ſenſche Methode auf eine Gleichung, vom fuͤnften Grade ays 


Ä ‚zuwenden, muß man vier, Gleichungen aufloſen. welchẽ vier 


— N 


= ambefannte Groͤßen enthalten, und wovon die erſte, vom era 


ften Grade, die zweyte, vom zweyten, u. f. w. iſt ſo Zaß die 
letzte Gleichung zu welchep. man: durch die Wegſchaffung dreyer 
unbekannten; Groͤßen gelangt, uͤherhaupt zu. in Made 


Aſteiges wird, deſſen. Exponent 1,2, 3,4, d. Inden nahe Grad 


feun wigp. umnd nun/ die una liche Arheit Bay Geite ge⸗ 
ſetzt, die man noͤthig haben maß um zu diefoe, Hleſchuna 
zu gelangen, ſo iſt klar, daß wenn man ſie gefunden haͤtte, 
doch nicht viel gewonnen ſeyn waͤrde. tmofenn, ar je nicht 
auf einen: niedrigern als den fünften Grad, zurqͤcẽ fuͤhren 
konnte; eine, Arbeit, die, wenn ſie moͤglich ſeyn follte, nur 
adie Frucht æiner noch weit Karben. Ardeſt ale Die ſeaſ ſeyn 
khanie. BE u ER 


g* zu 


nd Fr Eulers Methode, ommt man unpgmeiplig | 


. ayf.eine reducitte Gleichung vom ‚2ghen Grade; den pb 48 


roblich ſcheinen Fünnte „Daß. Diefg Methode bios auf ejng zes 


/ 


' duciste Gleichung vom vierten Grade führen, mürde,,, weit 
fie die Gleichungen des dritten Grades, ‚auf den zwepten, 
suunb;die Deiisdenten, -auf. den Apitten zuruͤckfuͤhrete fo bes 
» merft dad: Begout mit Grund, dauß es bloß eine zufükige 
* — in. bush weiche, ben Rem, vierten Grade, Eulers 


\ 


l \ ! 


7 


Be 


- 


se L Bon’ ‚den reisüngen. " \ 


. Rechnung anf dei deitten gebracht wird, da man aberham 
zu dem Grad 2. 3, d. i. zu dem 6ten Grad kommen muͤßte 
“und daß diefe Abkuͤrzung nur alsdenn ſtatt finde, wenn da 
Erponent der Gleichung 4, eine zufamniengeſetzte Zabl ff. 
‚Bir haben in dem vorigen Abfcpnitte, den Grund Bierven 
. priori gejeigt, und zugleich erwiefen, daß Euler unver⸗ 
meidlich Auf eine Gleichung von dem 6ften Grade gekon⸗ 
imen feyn würde, wenn er eine der unbekannten Größen, die 
‘in feinen Zormeln vorkommen, durch Eliminirung Der on 
dern gefücht hätte Bey einiger: Anfmerkfamkeit zeigt ſich 
alſo, daß man bey Gteihüngen vom fünften Stade, nof 
Bulets Meihode, auf keine niedrigere reducirte Gleichung 
"ale vom 24fien Grade kommen kann; und laͤßt überhau 
:Hiefe Gleichung eine Neductiou zu, fo wird men diefe nid 
- "anders, als durch eine große Anzahl von Werfuchen ‚med 
“durch fo muůhfſame echnungen, als wär Me nur biete 
kann, mr Eiande bringen Finnen: 
Eben diefe uUnbequemlichkeiten muͤſſen auch bey der Mes 
thede des Hrn. Bezout ſtatt finden‘ die von der Eulerſchen 
nicht verſchieden iſt! Ya fie fuͤhrt ſcheinbar zu noch Höher 
" ıgeduchrten. Gleichungen, deren Erponenten aber - ſaͤmtich 
Vielfache von dem Exponenten find, der die Höhe der gegebe⸗ 
‚nen Gleichung angiebt. So kommt man nach Bezouts Me⸗ 
thode bey dem fünften Graͤbe auf eine reducitte Gleichung 
"som 120ſten Grade,. deren ſaͤmtliche Eeponenten Bielfade 
"son 5 find, fo daß ſie im Seunde ſo gut als eine Old 
vom 2aften Babe iſt. 

Dieſer geleheie E«rikeleier aubi aieſen , daß diefe 
Gleichung vom 120ſteñ Grad, als eine vom Zgften betrach⸗ 
Au eine größern Sepwiesigteiten verurſachen. duͤrſte/ als 

ſolche, 


RP 


| 


Rn 


x “ > 
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‚ fole; die niedeiger als’ vom fünften Grade find Seine. - 


— — — — fe — vv - — — —⸗ 


Sruͤnde find folgende: 1) der Ausdruck fuͤr die Burgen einer 
@leichung vom fünften Grade, kann keine andere Wurzelzei⸗ 
chen, als vonder. fünften, und on den niedrigern Ordnungen 


„enthalten: 2) folglich koͤnnen die Wurzeln unferer vedycicten. 


Gleichung von diefem Grade; auch feine andere Wurzelzei⸗ 


. chen enthalten, Mi. Wurzeln dee fünften, vierten Ordnung u.ſ.f. 


3) Da die Wurzeln der reducirten Sleichung dom 1aoſten 
Grad, die fünften Wurzein der Wurzeftt einer Sleichung vont 
2aſton Brad feyn ‚mäffen, fo find eben dadurch die Wurzelzei⸗ 
chen der fuͤnften Ordnung, die der Wurzelausdruck der Glei⸗ 
bung einſchließt, ſchon entwickelt ſo daß die Wurjeln dee. 
Steigung vom agften Brad, nur. noch die niedrigetn Wars . 


‚" zelzeicyen enthalten Pönnen, und ihre Auftöfüng fich alſo auf- - 
. Gleichungen reduciren muß, die unter dem fünften Grade 


ſind. Darf, ich die Wahrheit gefichen, fo ſcheint mit dieſe 
Schlußfolge ein wenig erzwungen zu ſeyn: denn iQ, geſtehe, 
daß ich den Grund nicht deutlich einſehe, aus weichem die 
Bleichung vom 2aſten Gzade, von welcher die Rebe iſt, auf 
Beine Wurzelzeichen der fünften Drdnung führen. Bnne: mes 
nigſtens iſt die unbedingte Unmöglichkeit nicht erwieſen da⸗ 
her koͤnnte es wohl moͤglich ſeyn, daß dieſe Gleichung vom 
agften Stade, älle Schwierigkeiten det aufzulöfenden Glei⸗ 


cdyung vom fünften Grabe mit ſich führte, und fo därfte mar 


vielleicht nach allen den verdruͤßlichen Rechnungen, durch 
welche man · zu jener Gleichung gelangt, von der Aufioͤſung 


| ‚der segebeten Gleicans weiter eis anfanglich entfernt ſeyn. 


Aus Diefen etrachtungen erhellt, daß es außerſt Ameise 


feaft ſey, * die. Methoden, hon welchen wir geredet has: 


ben, zu einer vollſtaͤndigen Auflöfung der Gleichungen vom: 
fat Grade, und mweh vielnehr der pdheren Grade fühs 
sen, 


ı 
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‘gen ebnnen. nd Diefe: Ungewißheit, verbunden: mit der 
Wertlauftigkeit dee Rechnungen. welche diefe Methoden ers 
fordern; müß alle Diejenigen abſchrecken, welche in Verſu⸗ 
chung' kommen koͤnnten von denſelben jur Aufldfung eines 
berühmten und wichtigen Problems der Algeder, Gebrauch 
zu machen. Auch fehen wir; daß felbff die Erfinder Diefer 
Methoden ſich begnüget haben, fie auf Sleichunger dom drits 
ten und pierten Grade afzumenden, niemand aber Die Ans | 
wenbung weiter zu treiben gewagt hat. 

Es waͤre daher ſehr zu wuͤnſchen, daß man a priori uͤber 

den Erfolg urtheifen fönnte, den man ſich bey Anwendung 
diefer Methoden auf Gleichungen von hoͤhern als dem dierten 
Grade verſprechen duͤrfte. Wir wollen daher berfuchen, die 
Mittel hierzu “anzugeben; durch eine Analyſe, welche der aͤhn⸗ 
ib ift, deren wir ung bisher in Apficht der befannten. Me 
thoden zur Auflöfung der Gleichungen vom dritten und vierz 
um. ‚Stade, bedient haben, 


3 


‘ ’ . ' a \ 
⸗ 0 
[2 . 2 t 
ng , . 1, . 


Yo 
Wie wollen alſo überhaupt eine Bibung vom «ten 
— * betrachten: | 
—* * mar + nx⸗-2 + px3 + = Or. —— 
nach der Tſchirnhauſenſchen Methode nehmen wir hierza fol⸗ 
gende Huͤlfsgleichung | ‚ 

EEE 5 Si ae ent Erw. (b) 
weige e unbeſtimmte Größen fg, ıc. und eine neue under 
Tannte y, enthält. Aus diefen beyden Gleichungen eliminis 
vet man x, und erhält Dadurd) eine umgeformte Gleichung 

fiir y, welche mit det gegebenen van seien: ‚Döhe m - 
und folgende Korm haben.wird .n 

‚r T ae Bi2 t ren... (6) ° 

In 
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J 
In dieſer Gleichung werden ‚Dig Coefficienten A, B, C, ıc. 
rationale und ganze Sunftionen, der undeſtimmten Coeffi⸗ 
cienten £, &, x. fepn, uad' iameanich wird "A 'eing Funktion 
von einer Dimenſion, B don weyen u. f w. feyn. Kat. 14.) 


Da aber * unbefiimmie, "Sohfen en vorhanden find, fo 
erhält man ein Mittel e8 dahin, zu bringen, daß in der ums 
geformten Gleichung Füe y,x Glieder, welche man will / ver⸗ 
ſchwinden, oder vielmehr ſolche Verhaͤltniſſe gegen einander, 

_ befontmen, als man für gut findet, deren Befliimmung pn 
e Gleichungen abhaͤngt. Hierdurch kann man die Gleichung 
fuͤr y aufiösbär machen, udel es wenigſtens dahin bringen, 
daß fie fi auf einen niedrigeen Grad bringen idſſet. Die 
Aufloͤſung der Steigung - für y ‚giebt uns aber jugleich die 
Aufloͤſung der gegebenen Sleicung fuͤr x: denn wir haben J 
oben (Nr. 11.) erwieſen, dag die Gleichung fuͤr y, die Be⸗ 
dingangen enthält, vermoͤge deren die beyden Gleichungen, 
aus melden: man. x eliminiret hat, nothivendig eine gemeins 
ſchaftliche Wuͤrzel enthalten, fo daß dee Werth vonx nur 
diefe gemeitf&aftlice Wurzel der Gleichungen (a) und (6) 
ſeyn Fann:” Diefen findet man ‚alte, Yoenn man den größten 
gemeinſchaftlichen Divifor deyder Gleichungen ſuchet, und 
denſelhen Eo ſetei1itit. em: 


Diee: Arbeit verrichtet man auf die gewoͤhhnliche Beife, 
und ſetzt ſie ſo lange fori, Yis-man aufeinen Reit kommt, Ir! 
welchen x bloß in der erſten· BVimenſ en vorrommt; Diefer: 
Reh wird der gefuchte Divifor feyns oder -pielmehr, wo: 
mit dem porigen auf eines hinaketäuft, mansliminieet nah, 
und nach aus bepden obigen Gleichungen Die Moroffsen pon 

X DE: man auf eine Gleichung fommt, die bIog-Die.erfe Po⸗ 
tenz von x enthaͤlt; und es iſt leicht zu beweiſen, daß dieſe 
Gleichung von folgender Form feyn’ wird, 

Fe | F * 


—* 
N 


* 


. l 


— 
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ff 6y 4 Hys x. RKRyꝰ* 
HM END ER ER: x 
Daher wid, 
LET FETERS, ta) 
L+ My Nya} u.- iRy 


in Besen Ausdruͤcken = 5 wenn gerade, und am 


> 


x. — 


— * RZ wenn s ungerade iR. nn 


” 


Funktion von y ausgedruckt; fo daß, wenn ale a Werte 
von y befannt find, ihre ſucceſſive Subftitution, alle zugehd⸗ 


rigen Werthe von x geben wird. Und dieſe ſind die Wat⸗ 


zeln der benebenen Be 


‘ 5% : 

Dieſe Merhode iR, wie man ſiehet —* ainfah und 
allgemein; allein die Schwierigfeit liegt darin, die unbe⸗ 
fiigemten Größen f, g, h, 2c. fo zu beflimmen, daß die umde 
formte Gleichung fuͤr y auftöshar werde, 


Die natürlichfte und zugleich allgemeinfte Boraufegung 
die man zu dieſem Endzweck machen koͤnnte, würde darin 
" beftehn, alte &oeffickentenA,; BC, x. bis zum dorletzten Slied 
‚tz: o zu ſetzen, fo daß die umgeformte Gleichung fär y die- 

Bormy* + vo erhiefte.. Dann wärde man jederzeit uns 
mittelbar eine oder zwey Würzeln diefee Gleichung haben, 
je nachdem » ungerade oder gerade wäre, und. die Übrigen 
würden dlos von — > Blhpungen abhängen, Die von den 


ET seyn würden Ar 21.)3 ja durch 
die 


/ 


Soden — de 


duf dieſe Art erhält man alſo x durch eine eationale 
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die Divifion der Eirfelperipherie koͤnnte men\aug ale Bars | 


sein unmittelbar erhalten {Rr. 23. y: 


Kür diefen Fal wird man alſo e * „—ı ne . 


müffen, um fo viele unbeſtimmte Größen. zu befommen,. als 1 


man Brad, um die nöthigen Gleichungen vollzaͤhlig zu ma⸗ 


— 


chen, und im Allgemeinen wird man zuletzt auf eine Endglei⸗ 


chutig von dem Grade I. 3. 3. ne Nine 1) kommen, wie 
Aria erwieſen worden.“ | un 


rn 

Der Eeponent m ſey eine zuſammengeſetzte Zahl, ſo daß 
p= m. "Sept man mm yv"=z, und‘ läßt! alle biejenie 
gen Glieder der Gieichung für y verſchwinden, deren Er⸗ 
ponent durch w nicht theilbar iſt, ſoliſt offenbar, daß es mög⸗ 
lich ſeyn wrd Diefe Gtrichung in eine für 2, von dem nies 


drigern Grade » zu verwandeln, Fuͤr dieſen Fall. wird. man 
(we — ı) Ölieder müffen verſwinden laſſen, _ımd daher 


uß mang= rer 2 ſetzen, um gben. fo viele unbeftimmte 
roͤßen zu erhalten. Und aqus dem was NE. 14. erwieſen 
worden, läßt fich leicht. ſchließen, daß die letzte Gleichung, 
auf wẽlchẽ man In dieſem alle kommen foird, von einem, 

a ‚feon werde, der durch die Zahl J 
3.6 1er et2). Gr—iyartıYarta) — 
—ẽ witd, d. h. fie wird ſeyn —* dem Grdd 
F ——. oe: J 





7T ET u 
abet gielmehr von dem Brad _ J I 
—— 2)... a - — D FR 
Tan —X — | ar 
23719” u une te en 2.113. re . 


27" Dies, Gmd-mun fm Alägemeinen die Geede anf melde. 


Dig reducinten Blekhungentfteigen kbunen, welche man ben-t 
der — —— PTR Ke 
pr . ſich 


8 


! 
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Werth, durch eine Funktion der « Wurzeln x’, x“, x”, x 
‚and der Wurzel a ausgedruckt ſeyn wird. Nimmt man um 
in dieſem Ausdrucke, mit den * Wurzeln x,x”’, x’, x. alt 
"mögliche Berfegungen vor, fo wird man alle partifuläre 
Werthe von f erhalten, und diefe muͤſſen die Wurzeln drr 


Seid für kſeyn. — 


Da nun die Anzahl der Verſetzungen, weiche umter » 
Dingen, ftatt finden, überhaupt durch 1. 2. 3.... * aus 
druckt wird, fo folgt, daß man Äberhaupt 1.2.3. 
partikulaͤre Berthe von f erhalten wird. Sollten ſich pi 
- unter denfelben ‚gleiche Merthe finden, fo iſt klar, dag man 
fie auf eine viel geringere Anzahl wird bringen Fönnen, mem 
"man die gleichen Werthe nicht unterſcheidet. Wir werden aber 
zeigen daß es in der That nicht mehr, als 1. 2. 3...(4 -) 
verfchiedene Werthe von f giebt, Ä 
655. 

au dieſer abßt iſt nicht nöthige den Yasdene für koe⸗ 
mittelſt der Gleichungen (e) wirklich zu ſuchen; es iſt (den 
hinlaͤnglich, die Veraͤnderungen zu unterſuchen, deren dies 
| Sofiem von Bleidungen. entpfänglich ik, indem. man die 
Wurzeln x, x”, x”, ꝛc. unter einander verwechfel. Um 
Diefe: Veränderungen zu entdecken, fange man mit dee Vor⸗ 
Qußfegung an, daß x’ feine Stelle behalte, d. h. daß bie ent 
Hleichung ungeaͤndert bleibe; die übrigen ⸗—1 Wurzeln 
ala, zn, zc. aber verſetze man nach und nach in de 
Zirigen Gleichungen; auf dieſe Art wird man .1.9.3.. 
Le — 3) Vesänderungen erhalten, Weiter fege mar x as 
Pie Stelk 298.2. und ngekehrt, oder welches quf eins bi 
Quflänfte gan fege in D 3 der.erfien Gleichung «u, für a, und @ 
der: ‚gmepjen u füg.wu, fo wir man nun die nemlicpen Ver⸗ 
em a Th fen 
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Feẽtz ungen mit den _ 1 Wurzeln RU, KU KUN, ⁊c. machen | 


Pönrien; und dies giebt wieder 1.2.3... (a — ij neue” 
Meränderungen u. f. fe Auf diefe Art wird man „mal 
Z.2.3...(m —r) Betänderungen erhalten, fo daß die 
Zotalfımme 1.2.3...» aller möglichen Veränderungen 
Des Soſtems der Gleichungen Ce) herausfommt, 


N gJo peinerte hiernoͤchſt, daß, ſobald man bie 1.2. .. nn 


(ss — ı) Beränderungen ‚ welche ftatt finden, indem x feine 
&telle behält, gefunden hat, man alle übrigen Veraͤnderun⸗ 
‚ gen Daraus ableiten kann, indem man aichts weiter thut, als 


lucceſſiv in allen Gleichungen (e), für u, die Größen au, 


«zu, adu,ıc at Io, feet; bep einiger Hufmerkfamteit. 
wird man fi) hiervon leicht überzeugen Fönnen, wenn man 


bemerkt, daß «13 —— — —— 1 


Es iſt aber qugenſcheinlich, daß alle dieſ⸗ Subſtitutio⸗ 
nen. von au, a2u, ıc. für u, in dem, Werthe von f Feine Ver⸗ 
Anderung machen koͤnnen; denn fobald u eliminicet ift, fo iſt 
eg gleichgältig, was für einen Werth, man diefer Größe. 
giebt, und die Refultate der Climination find nothwendiger 
Weiſe unabhängig von dem Werthe welchen u hat. 


Eigentlich erhalten‘ wir folalich nicht: mehrals dieſe 
1.2.35: (æ — 1), aus der Verſetzung der ⸗ — 1 Wur⸗ 


zelinx, x ⁊c. entſpringende Veränderungen, welche ver 


ſchiedene Werthe von f geben koͤmen: fo daß die Gleichung 
fuͤr 6 nicht Höher als zu dem 1. 2. 3.. » Ge — i)ſten Grade 
freigen Darf; und Dies ſtimmt mit dem mas oben car. = 
gefagt worden, überein, 


Wir wollen ferner fehen, ob nicht dieſe Gleichung noch 
einer Reduction faͤhig ſeyn ſollte. Wir muͤſſen hierbep die 
| ® b3 u | Gälte 


\ . 


= 


⸗ 
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Faͤlle unterscheiden, wo pin der gegebenen Gleichung ‚ eine. 


| einfache, oder eine zufammengefegte Beh iſt. / 


56. 
Wir wollen annehmen, daß fi irgend. eine Primzahl fey. 
In dem Spfteme der Gleichungen (e) wollen wir die erſte 
ben Seite fegen, weil man x’ als eine feftgeftellte Groͤße an 
fehen kann; wie unterfuchen alfa nur was für Beränderuns 


"gen in diefem Syſteme entſtehen, invem man.die übrigen 
Wurzeln x", x 26. verfeget. | — 


Man verfahre hierbey auf aͤhnliche Art, als unter der 


vorigen Nr. Dean ſehe nemlich zuerſt x" als feſtgeſtellt an, 


I.2. 3... (4. — 2) Veraͤnderungen, welche aus der Ver⸗ 


‚ 


‚und fuche die Veränderungen, welche aus den 1.2.3.:.(z—2) 
Berfegungen der a — 2 übrigen Wurzeln x", x, ze. ent 
fptingen; man fege nun x" an die Stelle von xu und um⸗ 
gekehrt, welches eben ſo viel iſt ale wenn man “2u 
‚für su in der zweyten Gleichung, und «u Für «2u in 
der dritten Gleichung ſchreibt; und fuche wiederum die 





fegung der ‚übrigen Wurzeln x", x, ge, entfpringen. Dann 
fege man x’ an die Stelle von x und umgekehrt, oder, 
welches wieder einerley ift, man ſchreibe «3u für «u in der 
smepten, und au. für #3u in der vierten Gleihung , ‚und 
fuche nun wieder wie vorher die 1.2.3... (4 — 2) Ver⸗ 
änderungen, welche aus Berfegung der £— 2 Wurzeln, zu. 
x, zc. entfpringen u. f fe Durch dieſes Verfahren: erhält. 
man e— ımal, 1.2. 3.0.02 Beränderungen, welbes: 
die Totelfumme ı 2.3... —ı.dei ‚gefuhten Veronde⸗ | 
sungen giebt. 


Ich behaupte aber, daß fo bald man die 1.2. 3 w.d—2 


Berönderingen, welche herauskommen, indem x" feine, 
Stelle 





% 


ur Menn man demnach vermittel der Sleibüngen le), f Ä 


[Ge 
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5 


Stelle behält, die übrigen Warzeln x", x, ac. aber vers 
feggt werden, gefunden hat, daß man, fage id, hieraus un: 
mittelbar ‚alle Veränderungen, die aus, der Verwechſelung 
der — ı, Wurzeln xt), x" zu x. entfpeingen, ' finden 


. Pann, indem man fugcefin u2,43, ae für “u ingllen u 
BGeeichungen (e) fhreibt; ‚denn auf dieſe Weiſe „verwandelt: 


ſich das Glied «u der zweyten Gleichung nad) und nach in 


020, art cz und die Slieder «iu, udn, 1c- der übrigen’ 


Gleichungen werden ſich awer: einander verwechſeln, da 5 
eine Primzahl iſt (man vergleiche was Nr. 24. bemiefen wors 
den), und‘ dieſe Vermechfelungen laufen offenbar mit den 
Bertvechfelungen der Wurzeln x", 2", 26. auf eines hinaus, 


durch x’, x’, 2", ac. and.“ qusgedruckt hat, und man, will 
die 1. 2. 3 ... * i Werthe von f erhalten, bie aus der; 


\ " gegenfeitigen Verwechſelung der Wurzeln. > De Se SET 


entfpringen, und welche die Wurzeln der Gleichung für f ſeyn 
werden, die zu dem 1.2.3... , # — iſten Grade (man ſehe 
die vorige Nr.) ſteigen wird: ſo wird es hinreichend ſeyn, 
blos die 1.2.3... 2 — 2 Werthe von f zu ſuchen, welche 


u der gegenfeitigen Verwechſelung der Wurzeln x’, ze, 


1.2c. entfpringen., und. ir demſelben hierauf. «na und 


nach in #2, 03, 04,1. T au verwandeln: oder viel⸗ 


‚mehr, was auf eins Hinausläuft, man kann gleich anfänglich 
in dem Ausdruck für £, « in “2,03, a4, 10, el verwan⸗ 


dein, und dann mit jedem diefer m — ı Werthe von f, die. - 


1.2.3... — 2 Veränderungen vornehmen, welche unter, 
den # — 2 Wurzeln x, x“, 2c. ftatt finden: auf diefe At 


wird mandie 1.2.3.0 — 1 Burjeln der Gleichung fuͤr 


ferhalten. 


Dia u 57.8 


—2 un 


AM Gas . 
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— 
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Wir wollen und nunmehr vorſtelen, daß die = — 
wern vonf, weiche man durch die ſucceſſive Subſtitution 
02,03, x, 0 I für „ erhält, die Wurzeln folgender 
Gleichung vom (· — ı)ften Grade feyn 

u Fer—2 + at 3 Fu =o, ld. ; 
und da 1, a ad, ad, Kt. die Warzein der. Glelchung —1 
= o’find (nach der Boraukjcung) fo if fan, daß a 


* ==0, d.i. 





as, 16 die p—1 Wurzein der Glichun 


—D ——— 
yeyn werben, a 


Setzt man nun in dem aus den Gleichungen (e) abge 
Seiteten Ausdruck für kuͤberhaupt y an die Stelle von «, und 
.eliminiret man dlsdenn y vermittelft der Gleichung (g), fo 
, eehält man notbivendig die Gleichung [E); woraus man fies 

Bet, daß diefe'@teichung Fein = mehr enthalten wird, fo daß 
Die Coefficienten F, 6, x L Sunftiorien von x x", xvu ⁊c. 
fen werden. u 


Sat man aber. die Bleichung (f) gefunden, fo bat imarı 
nichts zu thun, ale in den Eoefficienten F, G, 2c. alle möge 
liche Verfegungen unter den m — 2 Wurzeln x’, xt, ıc, zu 
machen; fo erhält man 1.2.3... a — 2 Gleichungen für 
von denen jede vom a — 1 Stade fegn wird, und diefe wer 
den folglich die 1.2.3... — I Wurzeln der allgemeinen 
| Gleichung für F enthalten. 


Hieraus aber (äßt fi & leicht. der Shlnf machen, F 
ieder der t Coefficienten F, G, ꝛc. nur von einer Gleichung von’ 
| -— dm 
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t 


L 


dem (#—2)ten Grade abhängen ann. . Und in der That, da 


_ Diefe: Eoefficienten Funktionen dee Wurzeln x’, x",.2%%, ıc, 
find, fo iR klar, daß jeder von ihnen z. B. E, durch eine Glei⸗ 
chung beſtimmt werden muß, welche fo viele Wurzeln hat, 


als dieſer Eoefficient verſchiedene Werthe erhaͤlt, wenn man 


alle moͤgliche Verſetzungen mit den Wurzeln xx, x, 
vornimmt: wir haben aber weiter oben (Mr. 55.) gezeigt, 
daß die Bertauſchung der Wurzel’x’ mit jeder andern, de . 


Werth von F nicht ändert, daher werden diefe Wertaufchuns 
gen eben fo wenig die Werthe von F, G ic. ändern, welde 
Funktionen der Wurzeln von Kfind: überdem haben wir ges 
ſehen (Mt. 56.), dag man anfatt die Wurzel x” zu vertaus 


ſchen, die Wurzel w, in 42, 43, ıc. vervandeln kann; fe daß 


Die Werthe von F, G, ıc., weil fie von ⸗ unabhängig find, 
Durch die Vertauſchung von x feine Veränderung leiden 
werden. Es bleiben alfo blos Die gegenfeitigen Verſetzungen 


MWerthe von F,: deögleichen ven G, H, x. geben werden.’ 


> gofgtich wird die Anzahl diefer- verſchiedenen Werthe bies 


1.2.3...0— 2 ſeyn; und jeder Eovefficient F,G, H, x. 
wird demnach durch eine Sleichung von eben dieſem Grade 
gegeben werden. 


r. ® - - 
. vo. 


. . 
“ 58. 


Die reducirte Gleichung kaͤr £, auf welche die Tſchirn⸗ 


hauſenſche Methode fuͤhret, und welche, wie wir geſehen has 
ben, im Allgemeinen von dem Grade 1.2.3...» — ı ſeyn 
muß, wied fich denmach. jederzeit, wenn m echte Primzahl 
iR, in 1.0.3... — 2 Gleichungen vom + — iſten Ötade, 


von ſolcher Art, wie die obige Gleichung () war, zerfaͤllen lafe 


. fen, und dies vermittelft einet Gleichung vom 1.2.3...-2ten 


Grade; ; denn obgleich jeder der Eoefficienten F, G, x. von 


BD 5 = | einer 


5 


der » — 2 Murzeln x, x’, 26. übrig, welche verſchiedene 


—⸗ 


2394... 1 Von den’ Gleichungen. 

einer Gieicheng von dieſem letzten Grade abhaͤngt, ſo wird 
es doch hinreichend ſeyn, nur eine Gleichung für F, oder für 
G ıc. zu haben; denn die üdrigen Coefficienten werden ſich 
jederzeit. dur rationale Kunftionen von dieſem ans dructer 


laſen. 


‚ Batragptet man nwisflien die Sleihung e vom — * 
Grade, als einen Diviſor der redurirten Gleichung fuͤr £ 
1.2. 3. ..4 ıften Gpade, fü mied man hierzu ze — 1 
. Bedingungen finden, durch welche im Allgemeinen die « —2 
Coefficienten G, H,:c. für F ohne eine Wurzelausziehung be 
fimmt merden fönnen, und wenn. man diefe Werthe nah 
.. - der Reihe in einer der Bedingungsgleichungen Tubfiituiret, 
fo wird man. die Gleichung fuͤr X felhf erhalten, weiche den 
2.3.0.0 — aten Grad nicht überfieigen kann. Ich fage 
daß man im Allgemeinen die Werthe von G,H, ꝛc, für F ohne 
- Wurzelansziehung beftimmen kann; dies if- richtig, wenn 
» man F feinen partifulären Werth giebt, will man aber hatt | 
Fdie Wurzeln der Gleichung für F-fubftituiren, um die ibs 
nen entfprechenden Werthe von G, H, ꝛc. zu erhalten, und 
es trift ſich, daß die fubftituiete Wurzel doppelt oder drey⸗ 
fach 2c. ift, fo werden die Ausdrücde von G, H, ꝛc. niet res : 
tional ausfallen, und diefe Größen werden noch von der Aufs 
loͤſung einer Gleichung vom ztotpten, oder dritten ıc. Grad 
\ abhängen: wie wir dieſes m weiter unten (Mt. 302.) zeigen 
mwerden. .. 


Man kann uͤbrigens die Gleichung für F unmittelbat 
finden, wenn man ihre Wurels als Sunktionen-von x’, x“, 
x’, ıc. anfiehet; in den-vorigen Abſchnitten finden ih meh⸗ 
tere Bepfpiele diefer Methode. Und ſieht man dieſe Gleis 

j “uns für Fals bekannt an, ſo kann man vermittelſt derſelben die 
Werthe 








\ 


N 


vortſ d. Bern..üb. bie al, Aufl. d Gieichungen. 298. 


Derthe von G, H, ıc.. directe „beftimmen, wie wir im vier⸗ 
en Abſchnitte Nr. 100. finden werden. 


Es if nunmehr augenfchemlich, daß die Mieichung för R: 
jederzeit.von einem höheren Grade feyn wird, alß die gege⸗ 
bene Gleichung; dlos den Fallım =='3 außgehommen : den: 
nimmt man 2«==3, p. wird 1.2.3. m eu Er 
fo. wird 1.2.3... .R—2=1.2. 3=6; iſt 7 ſo 
wird 1. 2.3.. - 2 = I. 2:3,4- = 1204. ſ.f. Wo⸗ 
fern ſich alſo dieſe Gleichung nicht auf einen noch niedrigern 
Grad bringen laͤſet, ‚fo: iſt die Tſchirnhauſenſche Aufldſung 
von feinem Gebräude: dies ſcheint mit aber im Allgemeinen 
faſt unmoͤglich. Zwar iſt es richtig, daß, obgleich der 
1.2.3... ate Grad der Sleichung, von der wir re⸗ 
den, hoͤher iſt, als der Grad „m der gegebenen Gleichung doch | 
dieſe Gleichung Feine geößern. Sowierigkeiten verurſachet, | 
als die vom Grade a; denn da die 1.2.3.. . „— 2 Wüts 

zeln berfelben, „bekannte Fonktionen ‚Der Wyrzeln x',x”, 
x”, ꝛc, find, fo ift klar, daß dieſelben nicht unabhängig, von 
einander find, fondern daß.unter ihnen Verhaͤltniſſe ſtatt fin⸗ 
den werden, die durch gewiſſe Gleichungen ausgedruckt wer⸗ 
den, deren Anzahl der Differenz der Erponenten 1. 2.3.. — 
und zw gleich ſeyn wird; fo daß, wein « Wurzeln bekannt 


wären, man vermittelſt derfelben au die übeigen erhalten: 


würde. on EN ei 


Daraus folgt/ daß die Onichang fuͤr F im Grunde nic: 
groͤßere Schwierigkeiten als die des sten! Grades verurſa⸗ 
chen kann; aber aus eben dem Grunde erhellet, daß fie auch 
jederzeit (alle Schwierigkeiten dieſes Grades wirklich haben: 
wird; fp daß man ſich in die. nemlichen Schwigrigkeiten vers 
wickelt findet,. denen die allgemeine. autthfung der gegebenen 
Sieicung unteiorfen if. on 


59. Wir 


— 


\ 


396 5 Von ben Gleichungen, 


(VE 
Wie wollen nunmehr annehmen, daß der Exponent — 
in der gegebenen Gleichung eine zuſammengeſetzte Zahl fa. 
An diefem Selle leiden die Swcluͤſe Nr 56. einige Abaͤnde⸗ 
zung. ‚Denn wenn man in deu Bliedern der geometriſchen 


| Neiße , 42, 45, x. Po ohne Unteefied für ⸗, Die PYo⸗ 
tenzen “2, “3,1, "mt fegen wollte, fo würde man nic 


in jeder Satle diefelben Glieder wieder finden, wie in. dem 
Zalle, wenn /eine Brimiahl iſt; den Grund hiervon ha⸗ 
‚ ben wir unter Nr. 24. gezeigt; auch haben wir dort gezeige, 
daß blos durch die Subſtitution ſolcher PHotenzen von =, do 
zen Exponent eine relative Primzahl gegen eilt, diefelben 
Glieder wieder hervorgebracht werden koͤnnen; ſo daß man 
dasjenlge, was Nr. 56. gezeigt worden, blos auf dergleichen 
- Yotenzen von, ⸗ einſchraͤnten muß. Br 


Wenn wir demnach überhaupt durch», ” e, ıc. alle 
Zahlen anzeigen, welche kleiner ald a, und gegen . relative 
 Belmzablen: find, deren anzahi wir a — ı ſeten wollen, 
65 wird man, ſich der Subßitytignen ‚von, «, a”, ne für «, 
in dem aiuedruce für £ anftatt, der Vertauſchung der Wur⸗ 
ehr”, mitnt tl, zUtE, EHE, dedienen Lonnen: nimmt 
‚man demnach an, daß die A Werthe von f, weldhe aus der 
 Sublatiemvon «’, a", ee, c.fün enfaninaen, die Bas 
zeln folgender. Brihwig pn: :: = 

J — FEAR e. ⸗ 0. y 

ſpo wird dieſe Gleichung ein Diviſor der redueirten Gleichung 
fuͤr £ feon, und Die Ereffkienten derfelben F, G, ıc. werden’ 
oe duch eine Sleichung von dem Grade. a 


. | | . gegeben 
| N 





[3 


x 


7. Bent d. Bemhb die alg. Aufld. Gleichunsen. 3 97 
gegeben werden; fo daß in diefem Galle, die nach der ſcien⸗ 


haufenſchen — * gefundene redncirte Glelchung für | 


= Gleichungen, jede vom. Grade a, auflda⸗ 


bar ſeyn wird, und dies miseif einer Sleidans vom Grade 
L.. 3 ee L \ . 
Ä — — 


—— 
in 


u‘ 
[3 


"m dit Gleichung (h) a priori zu finden iſt hichts nös 
rhig, als in dem Ausdrude für k, y anſtatt « zu ſetzen, und 
Hierauf y durch Huͤlfe derjenigen Gleichung zu eliminiven, 


deren Wurzeln =, e, a" ” at, ıc. find. Be dieſe Stun u 
su finden fen, ſoll das Bolgende Ihren. 


N 60. 
Wir wollen alſo überhaupt die Sleihung y — 1 =o 
betrachten, deren Wurzeln 1, 4, 42, 43, 2ꝛc. „I find. 
Mehmen wir nun an, daß die Zahl = in die einfachen Fak⸗ 
torene, St, ıc. zerfället ſey, von denen jeder in der Zahl » 


_ einmal oder öfter enthalten ſey; fo ift teicht einzufehen, daß 
‚diejenigen Potetäten von ⸗, welche man ausſchließen muß/, 


um blog bie Poteftäten 0,0", a; ec. deren Erpönenten: 
_ gelative Primahlen gegen » find, äbeig gu. Behalten, es wird 
fage id, leicht feyn einzufehen, daß dies Dietenigen: Poteftks 
ten feyn müßlen, deren Erpanenten Bielfache von r, s, t, ꝛc 
ſind; uͤberdem iſt vermoͤge deſſen was Ar. 24 erwieſen wor⸗ 
den, klar, daß eben dieſe Poteſtaͤten von =, die Wurzein fols 
gender Bleichungen ſevn werden Ku — 
a BE 2 
re Rp“ 
7 7T Pr 7 
or -1 = o7 Ko; y„ -ı=0% 


400 >: I Don den Sfeichungen. 

Uebrigens kann es ſich treffen, daß.diefe Gleichungen 
fuͤr F, oder G, ıc. noch beſondere Reductionen zulaſſen- Dies 
hängt ab von dev Form der Funktionen von x‘, x“, 2c. durch 
toelche die Größen F, G, ıc. ausgedruckt worden: wir wer⸗ 
ben uns aber auf dieſe Unterſuchung aur in fo fern einlaſſen, 
als man dadurch in den Stand geſetzt wird die Tſchirnhau⸗ 

ſenſche Auflöfung, für den Fall wo » eine zufammengefegte 

Zahl ift, einfacher zu machen, indem man nur einige Mittel 

: glieder der umgeformten Bleihung Ar. 2) verſchrwindea 
Be / 


Dr 


62. 

Kir tollen alfo a priori zu beftimmen faen, maß für 
Refultgte in diefem Kalle herauskommen möffen. Wir neh⸗ 
men daher (wie unter der oben angeführten Nr) an, daf 
pre, und daß alle diejenigen Glieder derumgeformten Siei⸗ 
&ungfüry, deren Exponenten durch » nicht theildar find, vers 
ſchwinden fallen; fo daß; y" = = gefegt, die Gleichung (e) 
ſich in folgende verwandelt 

| a hDr Raten tVee ' 
| diefe Gleichung wird⸗ Wurjzeln haben, die wie duch 7 
au 2,20) anzeigen wollen; und da aus der Gleichung y" =: 


folget ya Yi, oder vielmehr (föenn die ® Wurjein der 
Steigung I" —-1=0 durch 1,0, 2, IC “—ı angejeis 


EEE . 


get werden); vavı uyı, —8 IC. « “il: fo wird | 
man; indem man tie"; £ fücceffio die » Murgeln «, Ey 
8", zc. und zur Abrhrzung Ka Er 
dr me — Yars- dir. Sei Zu Yan, c. 
ſetzet, man wird, fage ich, folgende » Werthe von y.echaltem, 
x. | ‘ | 8r gr 


„vr 
+ .> 





| 


⁊ 


/ 
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N. 


on 4X BE ee, ET - 
a’, zergen 8” alt: wahr; asę-, ac. Kara j 


# 
wat 35 Kae aulT 7797 [7] ur er .. N 
f * m Ada 4 
-_u. gr I ae”, +’ “ «2 ausge, x. su“ 1) j 
un * 2 Zu er Hs —* * . ler E » ae 
, t 


Bu «26, 20 320, ꝛc. æ ans Be 


Nr 


| welchẽ mit den Wurzein vi yiu  yü — —8 Koi 
werden, 


Mes 10; dieſe Merthe ſtatt y, und zugleich x’; x”, x, 2q 
ſtratt x (Nt. 53.) ſo erhält man folgende Gleichungen 2 
x Tr ee Et Fort —* 


— 


— 


A da” due 2 EU re „ 


* —. oo — En re Ka νν. 3 


I er +’ rin. re a 
| 7ITęο⏑ td 
ur de — det era I 

„nr TR... >. 
— — I ———— Nar⸗ 
wre, per —E————— By tal | 


\ 


tefinı, ' ft Pi 


"@artı, * + d« —— — —— * X , 


tft 
26 ———— + (x ara + ei — vi & 
+ 1 To Aal m a 


u 6 — * ae a + 2(x ir Y A ra 


Tate er 


j . . x , 
ET a EEE SE 3. 


0. vo &% 


5 
1 — v⸗ 
x 


x Bugt: man nun na mb nach in der Hüffögtihung (by 


‚TiR — are⸗2 Furl Er == o 3 


N 


q 


1 * 


wechſelungen der Wurzeln J „tn, xcr) I. wenn 


402 © 1 Bon ben Gleichuagen. 


Da mon aber in Diefen Kalle gem (m — 1): a —ı 
. (Re. 52.) fegen muß, und da die Anzahl der unbeftimmta 
Größen C 8 u 1 auch —iſt, fo-ift Bar, dab wenn mas 
Inden « gefundenen Gleichungen, die » Größen &, 2, gu, 
1... eilminicet, Bo Sleichungen uͤbrig bleiben werden 
welche zur Beſtimmung det — ; unbefannten Brögen 
> ꝛ⁊tc. i dienen werden. 2 


ir wollen unt nunntche vorſtellen, als haben man duth 
die gewöhnlichen Eliminationsregeln, einen Angtrud fürf 
gefanden, (und mman wird eben dergleichen Schhüffe auch fir 
jede andere der undeftimmten Groͤßen g 2. Imachen können) 
Suchet man nun alle verſchiedene Werthe von welche au 
der gegenſeitigen Verwechſelung der # Wurzeln x’, x”, x 
“ entföringen koͤnnen, fo wied man daburch die Wurzeln der 
Gleichung für f erhalten, welche demnach von einem Grade 
ſeyn wird, beſſen erpenan der amahi diaſer verſchiedenen 
Werthe gleich iR. . 


Die pe "Wurzeln x, x", ꝛc. werden a im zen 
2.2.3...9 Verſetzungen zulaſſei. Man muß aber von 





dieſer Umahl diejenigen Wärfegungen abrechnen, welche in 


dem Ausdrucke für fikeine Aenderutg machen koͤnnen. 


Igch bemerke daher merſt dah, wenn man die Wurzel 
0,50, 1, xe) tefpestive mit yet » „12, je. zlae) 
oder mis xa ⁊i), zart2), 1x3"), u. ſ. f. verwechfelt, 
hieraus in den obigen Gleichungen die nemlichen Veroͤnde⸗ 
rungen entſpringen werden, als wenn man e mit 20oder 


Sag, ff. verwechſelt; fo daß die Verwechſaungen der Groͤ⸗ 


hen 2’, , 9, ꝛc. glelchgeltend ſeyn werden, mit den Bebs 





— 


6. Zert d. Bemah. die afg. Aufl.d. Gleichungen. Ya 
man zoglela die analogen Berwechſelungen der Wurzeln x”, 


„(et2), „art2), 3, und eben ſo der Wurjeln =", Te 
Kart), art), ze damit verbinde, - = 





J Da man aber bee der Berimmung der goefidenten£ | 
g 1. die Brbben‘d‘, 2, $°, 20. durg die Elimination weg⸗ 
ſchaffen muß, fo wird es ganz dleichguͤltig jepn, auf was für 
“eine Art man diefeiben unter einander vermwechfelt habe:. folgs 
lich wird aus ihrer Verwechſelung keine Aenderung in den 
Werihen von fg, ꝛc. entſteden. Nun if Die Amabl dieſer 
Größen », und fie laſſen 1.2, 3 ... 7 Verfegungen zu, und | 
eben fo viele Verwechſelungen der m Wurzeln x’, x", Po 


x. (m) werden demnach nicht Verſchiedenes geben. Dems - | 
nach wird ſich in dee Totalfumme 1.2.3... , aller harlis 


eularen Werihe vorY, jeder Werth Ardeo.r mahl fine 
des un fo Dale m Bit} u ¶. yefgieden des 
„anberungen. 





- " ' | 2 
‚es 

Betrachtet man nun n die geoenfetige Verwechſeiungen 
der Burzela xt, x, gr ge sl), Ind vergleicht man zus. 
glelch die etſten Gleichungen Nr. 62, weiche diefe Wurzeln 
enthalten, fo wird man ‚ganz aͤhnliche Schlüffe als Ne.ss, 
machen koͤnnen und man wird ſich überjeugen, Daß die Wars 
iauſchung der Wurzel x‘, mit den Abeigen æ“, x, ı. >) 
feine Aendernng in den’ Werten von £, g, ⁊c. hervorbtiagen 
kann, weil dieſe Ver:auſchungen aichts anders geben, als 
wenn man α a8f' ci = "rad die Stelle vong " 
ar haͤtte. 


* 


eca . Dem 


Ben Bleche. 
N -Denmad.tann die Apsabl der nerfhisdegen Merthe oo 
ER, ic. nicht groͤßer Kom als MT dividiret durch 02 


1.2.3 


— - 


.s 
us 


Man wird ganz Aönice Sciife bep Betrachtung det 
‘ "Warzen set): er), A ER AR CF desglen 
"Sen der Wurzeln „ar: —R et, je. (39) 


nk machen koͤnnen, ‚und da Die Gombinationen dieſer 
Wurzeln ganz unabhängig von einander. fir nd, -fo folgt, dag 


man die Zahl au, dutth· fosolelmal wird de 


bien, a icli in jedem biefte, Soſteme von r 
Wurdein d ie Größen 2, REN 8 vorkommen, d. h 
J mal. | reger Ve 

5. Demnad. hann die, Amehlb der ve Deokbieberen Sarıke 
BAT: 1“. air größer feoh, ois ——e—— die Glas 

1. 2. 3. .. *8 

Bug für ktann demnach nicht hoͤher ſteigen, als anf dieſen 
Grad. 

* Dies ſtimmt mit homiedlgen ‚überein, was wir Nr. 52 
"gegen das Ende, gefunden baden. Es fält in die Augen, 


ap, die — —————— ik Ge Wine * 


0 eo +, 
er . mr r rn or N 





° cr: ” “ 
6 2).. 20% (k- — 9 
mine =: um Gi | * 
— 
* 
x 1 “, er * 4 er si. 1 
ner * 62, 24 ” 


vi ehe Brian für, wird li {m use 
»rI)Cr I 2}. 2. (4 - 9 feon: 








Betrachtungen, als Nr. 57 und’sg, auf einen noch nledtigern 
Grad bringen fünnen. Und ift wehrte Primzahl, frik es 
nicht ſchwer durch aͤhnliche Schlüffe als Ne. 56. zu bemeifen, 


x 


7. sonf d. Bei ab. ich. Auft. bSlerhhungen. 405- 3 
‚ae man wirb il Gleichung ſedeczelt durch ahaihe 


daß man fuͤr die Berwechſelungen der Wutzeln x, ab, Da 


„ar tl), wit PR CL 22, Get 2,6 Despiicen nz 


mit x94 gr 13), „et 3), “te die Jprselüe Bertaufgun g) 
ber Wosenzen Per —E 37 gegen a, in: dem Außdruck 
. für; wird brauches dörfenz fo oß.man,apana An dem Ausz. 


drucke tür f, y für « gefegt, und dann dies y durch die Fi - 


en ze a. auto Im ua ,E er" äy 

5 rt ef 
She wird, ah, män,” Tage R "alsdenn.für keine ieh 
aung won folgenden dorin erhalten "twicd 


Ttgrftm®tG, item — 


LE Diele „wich. ein -Dinlfor deu reducirten Mleihung Für f 
Kuh und von den Coefficienten F, G, ꝛc. wird jeder durch 


eine Sleiguns von dem Grade EEE Cu} 1) 
rs 7 Mr De y—L.. n 


Befiknmr werdeg. gietducch erhaͤlt man eben ſo viele ik. | 


| viwren Für: die rodueirie @lekhung;cjchenivom Grade⸗ srI: 


Henn » feine Primzahl it, fo muß’ man wie Sir. 6 
‚eine Gieichung ſuchen, deren Wurzeln, diejenigen Potenzen 
vpon «find, deren Eyponenten relative, Primzahlen gegen » 


fm, die Einheit —— Vwricua mar Bo u. 


ee auf folgende MBL.....- nm... +; ug 


——————— ———— ya 
Ba | &3 = ſo 


einfache, oder eine zufammengefegte Zahl iſt. / 


390 1 Bon ben Gleichungen, 


4 


Fälle unterfcheiden, wo „ in der gegebenen Gleichung, eine. 


⸗ 


I." u N 56. 
Bir wollen annehmen, daf p irgend. eine Primzahl fen. 


In dem Syſteme der Gleichungen (e) wollen wir die erſte 


dep Seite ſetzen, weil man * als eine feſtgeſtellte Größe ans 


fehen kann ;. wie unterfuchen alfo nur was für Beränderuns 


"gen in diefem Spfteme_entfiehen, invem man.die Übrigen 


Wurzeln x“, xl 26. verfeget. 
. Man verfahre hiecben auf ähnliche Art,.als unter der 


vorigen Me. Man ſehe nemlich zuerft x" als feſtgeſtellt an, 


V 


‚und ſuche die Veraͤnderungen, welche aus den 1.2.3... ( -2) 


Verſetzungen der — 2 übrigen Wurzeln x, xt, x. ent⸗ 


fptingen; man fege nun x" an die Stelle von x’ und ums 
geehrt ,„ welches eben fo viel. iſt ald wenn man =2u 
‚für «u in ber zweyten Gleichung, und «u für a2u in 
der dritten Gleichung ſchreibt; und fuche wiederum die 


1.2. 3. .. (4 — 2) Veränderungen, welche aus der Ver⸗ 


ſetzung der übrigen Wurzeln x", x, 1c. entſpringen. Dann 
feße man x’ an die Stelle von x’ und umgekehrt, oder, 


welches mieder einerley ift, man ſchreibe «tu für «u in der 


zweyten, und au für 43u in der vierten Gleichung, und 
ſuche nun wieder wie vorher die 1.2. 3... (4 — 2) Ders 
änderungen, welche aus Verfegung der 6 — 2 Wurzeln xu, 
xl, ze, entfpringen u. ſ. f. Durch diefed Verfahren erhält - 


man m — imal, 1.2.3....0 —a Veränderungen, welches 


die Totalſumme 1.2.3... 6 — ı der geluhten Verdade⸗ 
rungen giebt. | 


Ich behaupte aber, daß, fo bald’ man die 1.2. 3 ... -2 
Veränderungen, welche herausfommen, indem x’ feine, 
Stelle 


sn 
- 


‘ 
Er < 
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Stelle behält, die übrigen Wurzeln zu, xl, yc, aber vers 
ſetzt werden, "gefunden hat, daß man, fage ih) Hieraus un 


mittelbar ‚alle Veränderungen, die aus, der Verwechſelung 


der « — 1. Wirzeln a, x zu ꝛc. entſpringen , finden 


Fann, indem man fugcehig «2, #3, a." — 1 für, ingtlen, J 


Gleichungen <e) ſchreibt; „denn auf dieſe Weiſe verwandelt 
ſich das Glied zu der zweyten Gleichung nach und nach in 
20, ara cz und DR Slieder «in, ad, ic. der übrigeit 
Gieichungen werden ſich unter einander verwechſeln, da; 
‚eine Peimzapl it (man vergleiche was Nr. 24. bewiefen wors 
din) imd dieſe Verwechſelungen laufen offenbar mit den’ 
Bertoechfelungen der Wurzeln x, zu, 2. auf eined hinauß, 


"2. MBennman demnach vermittelt der Bleihüngen (e), f 


durch x" x" x’, ꝛc. und“ qusgedruckt hat, und mon, will 
die 1.2. 3.0. ı Merthe von f erhalten, die aus der; 
N gegenfeitigen Verwechſelung der Wurzeln. Be Se ZEN 
entſpringen, und welche die Wurzeln der Gleichung für f ſeyn 
werden, die zu dem ı. 2.3 ..4 Iften Grade (man. feher 
die vorige, Re.) ſteigen wird: fo. wird es hinreichend fopn;; 
blos die 1.2.3...» — 2 Werthe von f zu fuchen,. welche 
aus der gegenfeitigen Verwechſelung der Wurzeln xt, gl 


. 
x, zc. entſpringen, und. in demſelben hierauf “na und 


nach in #2, 23, 04, 1. w I au verwandeln: oder biels’ : 


mehr was auf eins + hinantlauft man kann gleich anfänglich J 


| dein, und dann mit jenem —* —1 Werihe von k, die. “ 


1.2.3...8— 2 Veränderungen vornehmen, welche unten, 
den # — 2 Wurzeln x'', xt, zc. ſtatt finden: auf diefe Art 


wird man die 1.2.3... # — 1 Burjeln der Bleichuns tür 
f abohen 


Bb 4 u 7. Bit | 


\ 


® 


einfache, oder eine zuſammengeſetzte Zahl iſt. / 


290 = I Bon den. Seichungen 


24 


Faͤlle unterſcheiden, wo p in der gegebenen Gleichung ‚eine. 


2 


56. 
Wir wollen annehmen, daß p irgend. eine Primzahl ſey. 


In dem Spfteme der Gleichungen (e) wollen wir die erſte 


* 


den Seite ſetzen, weil man x! als eine feſtgeſtellte Größe an⸗ 
fehen kann; wie unterfachen alfo nur was für Beränderuns 


gen in diefem Syſteme entſtehen, invem man. die übrigen 


Wurzeln x, x“ x. verſetzet. 


, Man verfahre hierbey auf aͤhnliche Art, als unter der 


vorige Ne. Man ſehe nemlich zuerſt x" als feſtgeſtellt an, 


‚und ſuche die Veraͤnderungen, welche aus den 1.2.3... -2) 
BVerſetzungen der — 2 übrigen Wurzeln x, xt, sc, ent⸗ 
fpringen; man fege nun x" an die Stelle von x! und. ums 
gekehrt, welches eben ſo viel iſt als wenn man 42u 
für au in ber zweyten Gleichung, und ⸗u Für 42u in 
"der deitten Gleichung fchreidt; und fuche wiederum die 


"1.2.3... — 2) Veränderungen, melde aus der Vers 


fegung der übrigen Wurzeln x’, xt, zc. entſpringen. Dann 
ſetze man x’ an die Stelle von x’ und umgekehrt, oder, 


- welche® wieder einerley ift, man fehreibe «3u für «u in der 


zweyten, und au für 43u in der vierten Gleichung, und 
ſuche nun wieder wie vorher, die 1.2.3... (2 — 2) Vers. 
änderungen, welche aus Verfegung der u — 2 Wurzeln.zur 
xl, 3c, entipringen u. ſ. f. Durch diefed Berfahren erhält 
man s— ımal, I.2. 3.0.02 Veränderungen, welde : ' 
die Totslfumme ı .2.3....6— 2.dei oeſuchten Berdnde⸗ 
sungen giebt. 


Ich behaupte aber, daß, fo bald man die 1.2. 3 u. 
Veränderungen, welche berausfommen, indem x” feine, 
Stelle 


ü 


S 


F 


* 
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Stelle behält, dte übrigen Wurzeln xu, xill, 2c, aber ver⸗ 


| fegt werden, ‚gefunden hat, daß man, ſage ihn . hieraus un: 


mittelbar ‚alle Veränderungen, die aus, der Verwechſelung 
der — ı, Wurzeln xu, x", zu, ꝛc. entfpeingen f finden 


kann, indem man ſucceſſiv “2, PER x. — I für 4. inallen J 
Gleichungen (e) ſchreibt; denn auf dieſe Weiſe verwandelt 


ſich das Glied au der zweyten Gleichung nach und nach in 
“20, ru 1c5 und die Slieder «su, “sa, ıc. der übrigen 
Geichungen werden ſich unter emander verwechſeln, da ze 


‚ eine Peimzahl it (man vergleiche was Nr. 24. bewiefen wor⸗ 


den), md, dfefe Verwechſelungen laufen offenbar mit den’ 
Veywechſelungen der Wurjzeln; x, xt,ac auf eines hinaus, 


Wenn man demnach vermittelt der Sleibüngen le), J— 


durch x’, x" x’, 2c.and w qusgedruckt hat, und mon, till 
die 1.2.3... 1 Werthe von fechalten, die aus Der; 


N "gegenfeitigen Verwechſelung der Wurzeln X, xl N ge 


entfpringen, und welche die Wurzeln der Gleichung für f ſeyn 
werden, die zu dem 1.2. 3..— ıften Grade (man ſehe 
die vorige Nr.) ſteigen wird: ſo wird es hinreichend ſeyn, 
blos die 1. 2,3 ...4 — 2 Werthe von f zu ſuchen, welche. 


a der gegenfeitigen Verwechſelung der Wurzeln x’, x’, 


nic. entſpringen, und in demſelben hierauf “nad und 


nad in 42, 43, 44, 10.0 I zu verwandeln: oder viel⸗ 
"mehr, was auf eins Hinausläuft, man kann gleich anfänglich 2 


in dem Ausdruck für f_« in 2; n3, 08, 1, u — I verwan⸗ 


| dein, und dann mit jedem diefee @ — ı Werthe bon f, die. x 
1.2.3... 2 Veränderungen vornehmen, welche unter, 
den» — 2 Wurzeln x, xut, 2c. ftatt finden: auf diefe Art 

wird mandie 1.2.3... a — 1 Burjeln der Gleichung für 


f erhalten: 


Da 5. ir 


- ” 
in Fe ar PILLr 307 PRABET en Ne _ 


— Z_ .. — 


W 


ZI ° „u I Von ben Gleichungen. : 

. , J m — Pa EEE ER ER 

Wir wollen uns nunmehr vorſelen, daß de — 1x 
Werte vonf, welche man durch die ſucceſſive Subſtitution von 
42, 4s3, x, — für m erhält, die Wurzeln folgender 
Gleichung vom ( _ ı)ften Grade feyn | | 

gel Ferm 2 + — * w=0...(M. 
und dal, = ai, 03,10. bie Woerzein der Gleichung —1 
= o’find (mad ber Bocaukferun) fo iR Bas, dab “, a2, 
zZ 





a3 ꝛe. die p—1 Wurjzeln der GShichuns —* d.i. 
armer ———— 
won werden ee wen 


Setzt män nun in dem aus den Gleichungen (e) abge 
feiteten Ausdruck für f überhaupt’ y an die Stelle von =, und 
' ‚eliminiret man alsdenn y vermittelft der Gleichung (g), fo 
exhoͤlt man nothwendig die Gleichung (k); woraus man fies 
het, daß diefe Gleichung Fein « mehr enthalten wird, fo daß 
die Coefficienten F, 6; x bies Funkrionen von x x“, xl, 0 
ſeyn werden. u 


x 


e Hat man aber. die Gleichung (f) gefunden, f fo hat man 
nichts zu thun, als in den Eoefficienten F, Gy 2c..alle möge 
liche Verfegungen unter den pe —2 Wurzeln xt, gl, gc, zu 
machen; fo erhält man 2.2.3.. . # — 2 Sleichungen für 
von denen jede vom a — 1 Grade ſeyn wird, und diefe wer⸗ 
den folglich die 1.2.3... — 1 Wurjein der algemenen 
Gleichung fuͤr F enthalten. | 


Hieraus aber laßt ſich leicht der Schlnß machen; F 
ieder der a Goefficnten F, G, ic nur von einer Öleichung von’ 
— dem 


- 


l . 1 
\$ ’ j 
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dem ( —)en Grade abhängen kann. Und in der That, da 
dieſe Coefficienten Funktionen der: Wurzels x’, x, 2%, ıc, 
find, fo ift flar, daß jeder von ihnen z. B. E, durch eine Glei⸗ 
chung beſtimmt werden muß, welche fo viele Wurzeln hat, 
als dieſer Coefficient verſchiedene Werthe erhaͤlt, wenn man 
alle mögliche Verſetzungen mit den Wurzeln x‘, x", x, ıc, 
vornimmt: wir haben aber weiter oben (Mr. ss‘) gezeigt, 
Daß die VBertauſchung der Wurzel x’ mit jeder andern, dem . 
Werth von f nicht ändert, daher werden diefe Bertaufchuns 
gen eben fo wenig die Werthe von F, G x. ändern, welche 
Funktionen der Wurzeln von F-find: uͤberdem Haben wir ges 
fehen (Ne. 56.), daß man anſtatt die Wurzel x zu vertau⸗ 
ſchen, die Wurzel «, in «2, “3, ꝛc. vertvandeln ann; fo daß 
Die Werthe von F, G, ıc., weil fie.von = unabhängig find, 
Bucch die Vertaufbung von x’ Feine Veränderung keiden: 
werden, Es bleiben alfo blos die gegenfeitigen Verfegungen 
der —2 Purzeln x’, x’, ꝛc. übrig, welche verſchiedene 
Werthe von F, desgleichen von G, HE, x. geben werden.’ 
" Folgiich wird die Anzahl dieſer verſchiedenen Werthe blos 
1.2. 3...4 — 2 ſeyn; und jeder Coefficient F, G, H, x. 
wird demnach durch eine Gleichung von eben biefem Grade 
| gegeben werden. 


. Die reducirte Gleichung kuͤr f, auf welche die Tſchirn⸗ 
hauſenſche Methode führet, und welche, wie wir gefehen has 
ben, im Allgemeinen von dem Grade 1.2.3... « — ı.feun 
muß, wied fich demnach⸗ jederzeit, wenn m eine Primzahl 
if, in 1.2.30... — 2 Gletldungen vom »— iſten Stade, 
von folcher Art, wie die obige Gleichung CE) war, erfällen lafs 

. fen, und dies vermittelft einer Gleichung VOML.2.3...m2ten 
Stade; denn obgleich jeder der Cotificienten F, G, x. von 
| ® b5 einer 


ı 


. — 
4 
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einer Gteichung von dieſem letzten Grade abhängt, fo wird 
es doch hinreichend fepn, nur eine Bleichung für F, oder für 
G ıc. zu haben; denn die üdrigen Coefficienten werden ſich 
jederzeit durch ralionale Bunftiönen von dieſem autbruden 
laſen. 


Betractet man niit die Gleichung ON vom #»— ıflen: 
Grade, als einen Divifor der redutirten Gleichung fuͤr £, vom 
1.2.3... Iften Gpade, ſo wird man hierzu ⸗ — LT. 
Bedingungen: finden, durch welche im Allgemeinen die « —2 
Evefficienten G, H, ꝛc. für F ohne eine Wurzelausziehung bes 
ſtimmt werden koͤnnen, und wenn, man dieſe Werthe nah 
. „der Reihe in einer dee Bedingungsgleithungen Tubftituiret, 
fo wird man die Gleichung für-£ felhf erhalten, welche den 
2.3.0.0 aten Grad nicht überfteigen Bann: Ich fage 
dab man im Allgemeinen die Werthe von G,H, ıc. für F ohne 
Wurzeilausziehung beftimmen kann; dies iſt richtig, wenn 
man F feinen partifulären Werth giebt; will man aber hatt 
Fdie Wurzeln der Gleichung für F ſubſtituiren, um die ihs 
nen entfprechenden’ Werthe son G, H, 2c. zu erhalten, und- 
es trift ſich, daß die ſubſtituirte Wurzel Doppelt oder drey⸗ 
fach ꝛc. iſt, fo werden die Ausdruͤcke von G, R, ꝛc. nieht ra⸗ 
tional ausfallen, und diefe Größen werden noch von der Auf⸗ 
loͤſung einer Gleichung vom zwoehten, oder dritten ıc. Grad 
\ abhängen: wir wir dieſes weiter unten (Nr. 102) zeigen 
merden... .. :. Er nr ’ 


Men Tann übrigens die Gleichung für F unmistelbar. 
finden, wenn man ihre Wurzeln als Bunktionen.von x’, x”, 
‚x, zc. anſiehet; in den-vorigen Abſchnitten finden ſich meh⸗ 
rere Beyſpiele dieſer Methode. Und ſieht man dieſe Gleis 
quns für Fals bekannt an, r Pann man vermittelt derfelben die 
Werthe 


8 


\ & 
— * » 
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Werthe von G, H, ꝛ⁊c. directe beſtimmen, wie wir im vier⸗ 
ten Abſchnitte Nr. 100. finden werden. 


Es iſt nunmehr augenſcheinlich, daß die Gieicun für F: 
ijederzeit von einem hoͤheren Erade ſeyn wird, alß die gege⸗ 
bene Gleichung; blos den Fall 3 ausgenommen: denm: 
nimmt man «=3, fo.wird 1.2.3. mal Men 
fo wird 1.2.3. .e—2=1.2. 3=6; ft“, fo 
wirdı.2.3..R—2= I. 2.3.4. 5S120 u.ſ.f. Wo⸗ 
fern ſich alſo dieſe Gleichung nicht auf einen noch niedrigern 
Grad bringen loͤſet, fo‘ iſt die Tſchirnhauſenſche Aufldſung 
von keinem Gebraͤuche: dies ſcheint mit aber im Allgemeinen ° 
faft unmöglich. Zwar ift es richtig, daß, obgleich der 
1.2.3...# -2te Brad der Sleichung, von der wir re⸗ 
den, höher iſt, als der Grad „ der gegebenen Gleichung doch | 
dieſe Bleichung Feine groͤßern Schwierigkeiten verurſachet, | 
als die vom Grade a; denn da die 1.2.3... — 2 Wur⸗ 
zein derſelben, bekannte Fonktionen der Wurzeln x, x", 

x, ꝛc, fi nd, fo ift Flat, daß diefelben nicht unabhängig, von 
einander find, fondern daß unter ihnen Verhaͤltniſſe ſtatt fin⸗ 
den werden, die durch gewiſſe Gleichungen ausgedruckt wer⸗ 
den, deren Anzahl der Differenz der Erponenten 1. 23.02 - 
und « gleich fenn wird; fo daß, wein # Wurzeln bekannt 


wären, man vermittelſ depflben au die übeigen erhalten‘ 
würde ze Zu ErE 


Daraus folgt, daß die Basen für F im Grunde nicht 
groͤßere Schwierigkeiten als die des: ten Grades verurſas⸗ 
chen kann; aber aus eben dem Grunde erhellet, Da ſie auch 
jederzeit alle Schwierigkeiten dieſes Grades wirklich haben 

wird; ſo daß man ſich in die nemlichen Schwierigkeiten ver⸗ 
wickelt findet, denen die allgemeine Aufthſurs der gegebenen 
Sleicung unneiorfen if. “ 


59. Wir 
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Bi 


it, — 59. 
Wir wollen nunmehr annehmen, daß der @rponent m. 

in der gegebenen Gleichung eine zufammengefegte Zahl ſey. 
In diefem Falle leiden die Schlüfle: Nr 56. einige Abaͤnde⸗ 
‚zung. ‚Denn wenn man in deu Sliedern der geometriſchen: 

| Reihe n,2,03, X. «I ohne uUnterſchied fuͤr «, Die Po⸗ 


tenzen “2,u3, 30, 7 ſetzen wollte, fo wuͤrde man nicht 

in jedem Falle dieſelben Glieder wieder finden, wie in. dem | 
Kalle, wenn eine Yeimjahl it; den Grund hiervon has 
. ben wir unter Pr. 24. gezeigt; aud haben wir dort gezeiget, 
\ daß blos durch die Subſtitution ſolcher Potenzen von a, des 
zen Erponent eine relative Primzahl gegen e iſt, diefelben 
Glieder wieder hervorgebracht werden koͤnnen; ſo daß man 
dasjenlge, was Nr. 56. gezeigt worden, blos auf dergleichen 
Potenzen von “ einſchraͤnten muß. rn 





Wenn wir. demnach überhaupt durch we ꝛe. alle 
Zahlen anzeigen, welche kleiner ald », und gegen x relative 
| Primzahlen find ,' deren Anzahi wir J fegen wollen, 
fo wird man, ſich der Subſtitutionen von. "0, * für a, 
in dem auedrucke für £, anſtatt der Bertaufgung der Wur⸗ 
ix", mitm HT, U tE, ze EL, ec, bedienen Lannen: nimmt. 
man demnach an, daß die A Werthe von £, welche aus der. 
Enbauntion von «’, a", «*, uc. fuͤr ⸗ atſpannen. die e Bars 
zeln folgender Sleluns en : ) 
EEE ai FRE FOR"? +emo.. BR 
fo wird diefe Gleichung ein Diviſor der redueieten Gleichung 
für f ſeyn, und die Eoeffieienten derfelden EG, x. werden‘ 


ae durch eine Steigung von dem. Grade nahm 
nn gegeben 


\ 
N 





—_ 
- 
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gegeben werden; fo daß in dieſem Falle, die nach der ſchien⸗ | 
haufenſchen Ratede gefundene reducirte Giachung für Pe 


‚in — Gleichungen, jede vom Grade 3, aufläds 
bar fenn wird, und dies inet einer Bieiun vom Srade 


1.2,.3...#—L ’ ’ 
— . 


4 ‚ \ N 


| Ym die Gleichung (h) a paon zu Finden if aidie noͤ⸗ 
thig, als in dem Ausdrucke für k, y anſtatt = zu ſetzen, und 
hierauf y durch Huͤlfe derjenigen Gleichung zu eliminiren, 


dderen Wurzeln’ a; «’, #*, «, 2c. find. Wie dieſe Sri 
a fi Das Bolgende Ihren. an 


Wir wollen alſo wberhabpt die Gleiduns P—ı=o 


‚betrachten, deren Wurzeln I, 0, 42, 43, ⁊c. „el find, 

Mehmen wie nun an, daß die Zahl ».ii die einfachen Fak⸗ 
J torene, Srt, zc. zerfället fep, von denen jeder in der Zahl » 
einmal oder öfter enthalten fey ; fo ift leicht einzuſehen, dag 

| ‚Diejenigen Potetäten von -, welche man ausfcließen muß⸗ 


um dlos die Wotefäten «, u, ec. deren Erpönenten: 

relative. Primzahlen gegen = fi nd; aͤbrig su. behalten, es wird 

ſage ich, leicht ſeyn einzuſehen, daß dies diejenigen: Poteftks 
ten feyn muͤſſen, deren Erponenten Bielfahe von r, s, t, ꝛc 
find; uͤberdem iſt vermoͤge deſſen was Br, 24. erwieſen wor⸗ 
ben, klar, daß eben dieſe Poteſtaͤten von, bie Wurzeln tole 
„' gender Bleipumgen levn werden ° ? = 
u: \ m 


ı.- J “eo. Fu N 
en 4 
r — 12 03 1 3 01—120. 


a 0 Setzt 


N 


\ 


\ 
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- Mebrigens kann es ſich ‚treffen „ daß. diefe Gleichungen 
fuͤr F, oder G, ıc. noch beſondere Reductionen zulaflen. Dies 
hängt ab von Den Korm der Aunftionen von x’, x”, zc. durch 
welche die Größen F, G, ıc. ausgedruckt worden: wir wer⸗ 
ben und aber auf diefe Unterſuchung nur in fo fern einlaſſen, 
als man dadurch in den Stand gefegt wird die Tiehienhaus 


»ſenſche Auflöfung, für den Fall wo » eine zufammengefegte 


Zahl ift, einfacher zu machen, indem man nur einige Mittel⸗ 


‘ glieder der umgeformten Gleichung (Nr, 52) verſchwinden 


Bi, 
wu 4. 

Wir wollen alfo a priori zu beſtimmen acen, was fuͤr 
Reſultate in dieſem Falle herauskominen muͤſſen. Wir neh⸗ 
men daher (wie unter der oben angeführten Nr.) an, daß 
pre, und daß alle diejenigen Slieder derumgeformten Steis 
chung für y, deren Exponenten durch = nicht theildar find, vers 
ſchwinden fallen; "fo daß; ** geſetzt die Gleichung (c) 
ſich in folgende verwandelt 

2tDemitRemeret v0. " 
Def Sieihung wird » Wurzeln haben, die,n mir durch u 


ur u, 3 .) Anzeigen wollen; und da aus ber Gleichung y 


| folget y- Ya, oder vielmehr (öenn die r Bunzeln der‘ 


Sleichung J —ı1=0 dur) 1,0,02,1C — angejeis 


= get werden): 7 ya * 8 1 ur 1: fo wird 


man; indem man’ fir’ 3 flccefio die » ‚ Butgeln «“, a 


„b ar 


wc und zur abfhrzung® " en 


ar Ya’; ; gi. EZ: — Fu xc, 2 
feget, man wird, fage ich, folgende Werthe von —8* 
| ort gr 


8 
nr 2) 


I) 


4 
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« — * ce iĩ v art; a, wre, 16: : er ia - 


mr Ba TR - Yaad, asę/ gar hen in, 


.. 
uw 


er ur vg " ec“, 2, x —58 — a were ' 
‘7 —* 2 


gg 126%, ER EEIIO, Ti al Bu 


welchẽ mit den Burel y Yuy u y ed emelep fo 
werden. 
Sxtzt: man nun nö md nach in der Hiuſeairichuns (by 
Res, bieſe Werthe ftatt y, und zugleich =’, x”, x’, og 
ſtatt x (Nt. 533.) ſo erhältiman folgende m Gleichungen 
ee ri —* 
J x* get det ?taetıhg=o 
.. —* + Tas —1 + a 
.\ ein  ı Ve a ae WERTE u 
RD, r Karten. + Sue * 
7ITęGSS tig 
— —R Kae era tx 
nn we NT 7 ‚kt; IR) 3... * 
"ea + — 14 arte Fr 
rohe rt -—— SU. die 
tert .:, : 74 — 
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Da man aber in. dieſem Galle ; ver De — tr 
. (Re. 52.) ſetzen maß. ‚und da bie Anzahl der unbeftimmten 
Sauer ſo iſt klar, daß wenn man 
‚in den » gefundenen Gleichungen, die » Größen &, Bu ge 


x gr) eiiminieet, u— Steibungen uͤbrig bleiben werden, 


welche zur Bekimmung der a — v unbefannten Größen, b. 


pi 1 dieneh werden. Pa 


gie wellen und nunmehe Sorfelien, als hade inan durch 
die gewoͤhnlichen Eliminationsͤregeln, einen Augdrud fürf 
gefunden, (und tuan wird eben dergleichen Schluͤſſe auch für 
jede andere der unbeſtimmten Groͤßen g ꝛc. Imachen koͤnnen.) 
Suchet man nun alle verſchiedene Werthe von £, welche aus 
der gegenſeitigen Verwechſelung der Wurzeln x’, x, x. 
entſpringen Können, fo witd man daburch Die Wurjein:der 
Gleichung für f erhalten, weiche demnach von Einen Grade 
ſevn wird, beſſen Exponent der wu Diafer wörfchiedenen 


| Wehe gleich iſt. 


Die a Wurzein x, x, ꝛc. werden abet im Üflgermeisien 
1.2.3...» Verſetzungen zulaſſen. Man muß aber von 
dieſer Umaht diefenigen Verfetzungen abrechnen, welche im 
dem Ausdrucke für Ffeine Aenderung machen kdunen. 


Iggch bemerke daher zuerſt daß, wenn man die Wurzeln 
PATE x") tefpective mit „tr, „(e12), ic. ⸗) 


oder mit „(artı), „art2), 16 23), uf. f. verwechfelt, 
Hieraus in den dbigen Gleichungen die nemlichen Veroͤnde⸗ 
rungen entſpringen werden, als wenn man 2’ mit &” oder 


gu y, ſ. f verwechſelt; fo dab die Verwechſcungen der Groͤ⸗ 


pen , 2, 8, ꝛc. glelchgeltend ſeyn werden, mit den Bes 


wecſalungen der Wurzeln x’, (12, „rt 2), 1c, wenn 
| man 


* 


— — — — 


j 


- 


von u j Ce 4 Dem⸗ 


— 


\ 


6. Fortſ. d. Beim. uͤb. die alg. Aufl.d. Gleichungen. yas 
| man jugfel® die analogen Berwechfelungen dee Wurzeln x”, 

i „ar #2), 3, und eben ſo der Wurzeln =", 

| std), „(art?), ic, damit verbindet. u 


„(r 12), 


’ A 


u Da man aber ben der Berimmung der Coefficienten 
g, xc. die Groͤßen d, 2", ge, x. durg die Slimination weg⸗ 


ſchaffen muß, fo wird es ganz gleichzuͤltig jepn, auf was für 
“eine Art man dieſelben unter einander verwechſelt habe: folg⸗ 


lich wird aus ihrer Verwechſeiung keine Aenderung in den 


Werihen yon f; g, ac. entſteden. "Run if die Amahl dieſer 


Groͤßen⸗, und fie laſſen 1. 2. 4. .. Derfegungen zu, und . 


eben fo viele Verwechfelungen der m Wurzeln x‘, x", PO 


20. (m) werden demnach nichts Verſchiedenes geben. Dems - | 


nach wird ſich in der Totalfumme 1.2.3. .. m, aller partj⸗ 
entaren Werihe non, oder Werth⸗ 1. 2. 41...⸗ mahl fine 
‚den; und fo behalten wir blos Eee berſchiedene Mer 
‚Andrungen. | | | 


63. 


r 


Betratet man nun die geoenfetgen Berweifetumgen. 
der Burzela x, x", 20, x. x{”), md vergleicht man zus. 


glelch die = erſten Gleichungen Nr. 62, welche diefe Wurzeln 


enthalten, fo wird man ganz ähnliche Schluͤſe als Nr. 55, 
machen koͤnnen und men wird ſich üherjeugen, daß Die Ber⸗ 


taufhung der Wurzel‘ x, mit den übsigen zz, ic. „er? 


feine Aenderung in den’ Werthen von f, g,:c. hervorbringen 
„ann, weil dieſe Verrauſchungen, nichts anders gehen, als 


wenn ·man af‘, aafı, a2f' au" I an die Stelle von € 
deſetzt dire. a 


— 


‘ 
> 


⸗ 


J 7?2. 


\ 


2 % ® ni BR won Den. Siem ’ OR, 


8: Denmad, kann die Ra! u. Viohhen Bene sen 
ER, te nicht groͤßer ſeyn ae ILL e , dioidiret dur *. 


1.2.3. 
2. . a. . 
225. uns 00.4 ee — 


Man wird ganz äpnliche Schluͤſſe bey varadtins der 
Warʒein — srl, KETD, zcKam,: desgleis 


| "gin, der "Burjeln „arrn), at), art, ix. «39 


ef machen konnen, ‚und da’ Die. Sombinationen diefer 
Wurzeln ganz mobbaiais von einander für nd, ſo folgt, daß 


‚man die Zahl nn —* ur Eh, „buteth 505 vielmal wird di 
. FR I Zu | 


" "sibizen/mften, ale mat in jedem Bier Spfteme ven . 
. Wurjein, die Bröfen e⸗ —— m, a. m vorkommen d. h. 





„Mal, 5 nd IA: J 2 DR 1 


¶Demnach. dans, bie, Kal. der wankhieberren Winde 
222 nit geößek ſeod, oi a die Bier 


az Eu 1.2.3... 
burg für kann demnach nicht Höher ſteigen, als anf viefen 
Brad. 


Dies fine, mit Demjenigen ‚überein, wa wir Ne.52 

N sen das Ende, gefunden haben. Es fällt in die Augen, 
BT. die Zahl — einerlep. if. ——— * 
u F — . ‚- ” 
3 Cr F 1). 


enge mom. * 








er — Bieaiing für €, wird blumad {m Hlse 
‚riet 2}. 2. (A—T) , ‚op: 





Seins bon dem Glade 


—X 
13 


7.g0r1f d. Berti ab. 8. Al. Be ungen. 40. 


ällein man weh @feidjuhg”ederjelt; bürch ahnliche 
Setrachtungen, als Me: 57 und! z97 auf einen noch niedrigein 
Grad bringen koͤmen. Und ift « eme Primzahl, fr es· 


nicht ſchwer durch aͤhnllche Schluͤſſe als Ste. 56. zu deweiſen, 


daß man Für die Berwechfelungen der Wutzeln x‘ Pd 20 7 zuge 


„a8 ED), K il xt —R „uhr; de desgdicheng 
mit.x", ge t3, Er fe die Speseü. Vertauſchung 


der Votenzen wi an 3 gegen a, in: dem Autrug 
fuͤrr wird brauchen duͤrſen fe. doß. man, wonn in dem Aus⸗ 


drucke fuͤr k, y fuͤr ⸗ gefegt, und dann dies y durch Die Blair, -- De 


aa tarc⸗ da ” 22 


35 ' ' ER Br 


*—1 ———— —— RR 4a =o . 
Se wird Vaß man, ſage ich “alsdenn- für Feine si 


gautz won folgenden Forin erhalten "wird i 
gro! + F, £* 2. + G. er + = . jr 


yal „Diele „wich in Divifer der reducirten Seichung fuͤr f 
wm: um. von, den Eoefficienten F, G, ıc. wird jeder durch 


‚eine Gleichung von demOrade LPSDEN ig 
tat, . ur K)R mL. 

bekannt werden. gierducch erhaͤlt man aben. ſo viele Di⸗ 

| Bios für: die: vedusiiteBlekhung; qjeben vom Grade we 1: 


Wenn⸗ keine Primzahl iſt, fo muß man wie. os 
eine Mieichung ſuchen, deren Wurzeln, diejenigen Potenzen 
pon find, deren Eipanenten relative Primzahlen gegen », 
Ä fiat, Die Einheit mit;eindegeiffen... arau⸗ man nun dieſe 
| — auf folgende Urt... er. men 
r er U. PN 4 1 *0 NEN. 

tn 8 3 | ſo 


N 





u 


[ 


206 1 Bon ben 1 Oleihugen. 


fo. wird man permikgefüt derſelben y; aus dem Auedrucke für 
f «liminiven fönnen, und fo wird man für f ke Sleichuss 
von folgender Sorm erhalten . 
PArRPTIEG. Amar 2 

in welcher ——— F, 6, ıc. blos von einer Gleichung. 
—— ont; ſo der 
man demnach eben ſo viele Werthe far, q, Q, ic. und folglich 
eben fo viele Gleichungen tür €, fede vom Grade a, erhält; 
sind dieſe werden die‘ Dilfecen det reduckeren Gleichung füc 
Eher | 

fo 8. 486, ſo eich man. Yeo=3, ‚—=s 
fegen Fönnen, und die xedueirte Sleichung fuͤr f, wird von 


dem Bade 243 - = 15; und weile er fo wid 





fie ſich nach der obigen Methode onf feinen’ ieteigeen Brad 


bringen laſſen. 


2) Man fee mimde=;, fo wich —* 
Grad der reducirten Sleihung für 7 die Zah ? * 4.9 


, == go erhalten; und da *— 1* 2, fo wird man diefe res 


durirte Glehchung in 20 Gleichungen vom afen Grade aufida 


._ sen können, und dies mitteſt .einer. Gleichung vem nofen 


Seade. | . 

| | 6. “ m . 
Wuir kehren nunmehr wieder zu den Formeln Pest, 
gichtl. Es ift Mar, dag man bie gegebene Sleichung (a), 
als das Reſultat einer Sliminatton aus den beyben Glei 


Yungen bunde anſchen konn. Sleht wan ng die Eoeffi⸗ 


*.. cienten 
| 


7. Fort d. Bem.uüb die ala. Aufl. d. Sleichungen. 407 


cienten ArB, C, ⁊c. der Gleichung für y, al gegeben, die 
Eogfficienten F, G, x.’ bingegen des Ausdrucks für x duch 
7, als undeftimmt an, ſo wird man durch Vergleichung der, 
Slieder derjenigen Gleichung, die man durch die Eliminas 
“tion von y erhält, mit den Sliedern der gegebenen Gleichung, | 
die letztern Eoefficienten deſtimmen Pönnen, vorausgefeht, 
daß ihre Anzahl nicht Feiner als kr wei man nicht 


au befürchten bat, wenn mana= m = oder = — ſetzet: 


und wenn man die Gleichung fuͤr y fo angenommen hat, daB 
. fie fich auflöfen laͤſet, welches man auf unzählige Arten. ers . 
halten kann. uf dieſe Art misd man eine vollſtaͤndige Aufs 
läfung dee gegehenen Gleichung erhalten; ‚die Schwierigkeit 
wird-aber in der Beſtimmung ber undeſtimmten Eoefficiens - 
tem F,G, x. llegen. 


Man wirb indeſſen oft diefe Behind, fo wie auch 
bdie Elimination von. y erleichtern koͤnnen. wenn man den 
durch bie Gleichung () gegebenen Musdrud für x, in einen 
andern verwandelt; wog das unbekannte y, blos im Zähler 
. vorkommt, und dies kann man jederzeit Dadurch erhalten, 

daß man den Zaͤhler und Renner des Vruches 


FtCytRr a R 
L $ Me + Nya } 26 TRY 


, 





mit einem ſchicklichen VPolhnom van y multipticiret. Dieſe⸗ 
| koann gon auf folgende det Anden, oo J 


Man fege 


AALTEL LEE G 
‚und da y durch die Gleichung. 


oar. Bu EN ih 53 ee jume 
F Era beſtimmt 


— 





77) Se 3 Bon ven Öirsungen | 


1. beſtimmt iſt ſo eliminire man y miiriin diefet Oleichang/ 
welches eine Gleichung für z vom "Brade fi geben wird/ die 
ſich folgendermaßen vorſtellen aͤſſt 
BE Sue ng 2 4 ar 3 ma 
worin folglich die Coeffickenten BY, %. @ befannte ‚Sunks 
tionen von A, B, G. und L,.M, N, ꝛc. fipn werden, , 
| Run ift nn on 
2.3 1 a2 ar me. 
‚und hieraus fiehet man, daß die Größe 2 sich ſevn wird & 
er in Bas Polguem: : — vr 5 N 
3 ara 3 —* * 
| Yolgfic una vöny.' UM 
@s etzt man nun in dtefem Polhnom für z feinen Werth 
! durch y, fo. erhält man das gefuchte Polynom, in weiches 


man, wenn man.miU, bloß niedrigere, Potenzen als y* beingen 


Fan, indem mar vermittelſt Der. Gleichung ytıyag —F 
rac⸗· orjederjeit. bewert ſrelugen kann⸗, daß die Votenzen 


von y. welche Höher als y And, in die Klofe der niedrigetn 


üdergehen. tn 
— —aAuf dieſe air Fan man die ei (8)' cuf fotgende 
Form bringen“; Dr 
a tan payer!, .. (k) 
% daß man uetaen die gegebene:Geichung 


x 4 mim Itn RT ee 2 Ay 
fo betrachten kann, als wäre fi ie durch eine Elimination son 
y, vermittelt der Gleichung En 
y“+ Ne 2 * Be 23 ir vLo;. » (6) 
‚ und der Öleigung (k) entftahbtn. Man ſehr hierauf de 
Eoefficenen A, B q; ut. K, detrakanahl r if, AB unbekimm: 


4, 24 — 


a ’ an, 


. 1 I 


7 Foriß KR ven sb. die.afg. uf v. Gleichungen. 409 


af, und weun man nun die aus der EClimination von vente 
» ‘ fpringende Gleichung Glied vor Glied, mit der gegebenen 


. vergleiche, ſo erhaͤlt man m Bedingungen, weiche gu der 


Beſtimmung der unbeftimmten Größen a; b, x. dienen ur 


werden. 


Reduciret man die Gleöung, für yauf wor Glieder 


yV o; fo wird die obige Methode, mit der in ge⸗ 


genwoͤrtiger Abhandlung Ntert erwähnten Methode von 


Euler und. Bezout, auf eins hinauslaufen. Das Detail 
aber in welches wit uns fo eben eingelaſſen haben, nähert fie 
der Dichirnhauſenſchen Methode, und zeigt ihre Achnlichkeit. 


Ä und antirlihen Bufommenpung mit derfelben; 
Du en | u ” ; 
Da alles auf d die Befimmung der \ unbekannten Grd⸗ 
Gen a,b, e, ꝛc. k, durch Vergleichung der Glieder der gege⸗ 
‚denen, und des durch, Elimination von y entflandenen Glei⸗ 
bung, anfommt, fo bemerken wir in Anfehung der legteren, 
daß fie nothwendig durch eine rationale und ganze Zunktion, 
der Groͤßen a, b, c,2c.kundx auggedtucht feyn wird, deren 


aus diefen Größen beſtehende Glieder duchgehends von = 


x Dimenflonen. ſehn werden, wie nian leicht aus der Nr. 13. 
| vorgeteagenen Theorie der Elimination beuctdeifen kann. 
Ordnet man demnqch Diefe Gfeispung nach x, fo. werden die 
ſãmtlichen Coefficienten derſelben rationale, ganze und ho⸗ 
mohẽue dZanktionen des Gtoͤßen a, b, c, ꝛc. k ſeyn, deren De _ 


menfi onen — 0, ” 2, 3, x. für die Yotenzen xP, 


ar BR i . x u a ꝛc. ſeyn werden, 


vDas erſte ˖ Gued⸗ wird deninach blos die einhei zum 


| “ Esefricienten haben, Dad zweyte GSlted wird zum Coeffi⸗ 
erg cienten 


st 


/ 


40 1. Von ben Gleihuugem * 


eienten eine Groͤße haben, von dee Rarm aa Tb} re. T zc. 
wo ⸗, A, x. x. Zablencdefficienten find, Das dritte Glied 
wird zum Coefficienten eine Größe haben von her Form 
a: Aab vhæa Tara 


Setzet man nun den Coefficienten des zweyten Gliedes 
m den des dritten in, KR fa erhaͤlt man = ieh 
gyungen für bie. unbefanuten Größen a, b, a, ꝛc. x3 von 
welchen Gleichungen Die erſte dios vom erſten Kirade, die 
aweyte vom zweyten, Die dritte vom dritten, u. Kif. ſeyn 
wird. Werden nun dieſe unbefannten Grißen, I auf ir⸗ 
gend eine desfelben zlimimicet, fo wird man fie. Diefe im SED. 
gemeinen eine Endgleigung wan dem Grade 1.2.3... # 
erhalten. Dies miderfpricht Culers Meinung, fiammt aber 
mit dem überein, was Wezaut duch Fnburtion gefunden hat, 


6. 

Um dieſe Bebauptung uͤber den Srad den Sleichungen 

für a, oder h, oder o. u. ſ. ſ. noch mehr zu befätigen, und 
zugleich zu entdecken, in welchen Faͤllen ſich diefe Gleichun⸗ 
gen einfacher wachen laſſen, wollen wie a priosi Den Aus⸗ 
druch fie die Größen a, br q, 2c. durch Die Wurzeln der gege 
kenn Sleigung x, VE Wie ‚Zu, beftimmen fachen. 


Dir fegen alfo, wie Nr. 84. * v = u Wenn wir 


gun dig: m Warzela der Sleichung "—ım0 mit“ 
9 2, 26. bezeichnen ; ſo find 4 au, Aa, yu, ıc. die » Wurzeln 

der Gleichung y"FV=o, Gegt man nun biefe Purzela 
nach und nach in Die Gleichung (ck), Ki. 65., ſtatt y, und 
. {eye man zugleich die dungen RK, rt, x. satz, ſo cw 
| bil man ſoberde m Blcköunge ol 


⸗ * 





— 


7- Bunt d. Ben ähie alg. Kofi —RR er. 


4 sit ur eat arte —R& 


wu + aby Tascu3 f a3du3 + x.r gt 
zu =. t Abu T Aꝛcu⸗ r Araa⸗ ET au 


XX t an + 2cua $y3da3 Fi. + — 
x. 


durch welche man die m unbekannten Groͤßen 3. b, e, ꝛc. 


wird beſrimmen koͤnnen. 


Dieſe Befimmang hat keine @mierigteiten; denn da 
1, 0,2, 1, die Busieln der Bleigung fi — 1 ma find, 
in n weihen « alle Mittelglieder fehlen, fo iſt befannttich 
Zu ra a tr Tag. 
ıtetayrrımo 
rteatatatmma 
J . wenn man die fämmtlichen Surzeln gu einer und ders | 
alben Pereftär erhebt; fo wird ihre Summe == oa ſeyn, wenn 
Dee Erdonent den Potenz nicht durch „ theilbas iſt; was 
abet Die Potenzen beteift, deren Erdonenten Biellache vo 
" find, fo echellet, auf eben den Sleichung P—ı= 0, 


daß "mi; “. uf fi ſevn werde, 


/ 


| Benn mon mn die obigen m Steigungen eRdinet, —* u 
dem man fie vorhee mit den eorreſpondieenden Wurzein 7, 
, A, x. die man nach und noch zu der xten. (m DEE 
a — In sc. Votenz, bis zu der erhen incaline erheben 
muß, Reihe vor Reihe, mulipliciret hat, fo erhält man 
Eu 2 ee zu wi xt} a E > 
nub = et ran 4 m us te ‚Br? Pꝛc. 


u3g. 
En | 


. Ä ( 
” . 
5 . . 


m 


Man... 1 Yon Sad eigen ET 


12 "wac= x'$ eu Arge, umy —** Te. 
A4u? de 5 te —— + Be Igel ehe f 3 
. ... I . RER . 

Mer ſehet hieraua, dab die Gröge a, mp: dus, eine Gleis 

chung von einer Dimenfion gegeben wird, indem fie unvers 


aͤndert. denſelben Werth behält, was man.aud ‚für Verſetzun⸗. 
gen ‚mit den Wurzeln x’, x”, ic. pocnehmen mag; und da; 


m 
He Zi 
tea tem PR mit 


Bergen Groͤßen ab, u2u; u3d, 2c.’ betrift;- fe 
wird jede berfelden im Allgemeinen durch eine Gleichung⸗boͤ⸗ 
fimmt werden, ‚deren Hähe die Argafl alles niöglichen Vers 
mechfelungen Ber.» Wurzeln x‘, 2%, z“s ye. gleich ift; und 
dieſe Anzahl it befanntlih:rie.3.:. 3% Dein jede diefer 
Berſetzungen wird einen eigenen Werth für die Größen ub, 
930 Id, ⁊c. gehen. „Diefe Werthe aber koͤnnen ſolche Ver⸗ 
haͤltniſſe unter einander haben, daß dennoch die Gleichung, 
deren Wurzeln fie. find auf einen niedrigern Grod gebracht 
werden Sahın, > Dies malen wir im; lolzcaden. untesfuggen. 


.g u len on J 
6 

In diefer. un & bemerken‘ wir ‚merk, daß man dee ee 

Größe u, weil. fie unbeſtimmt bleibe ; jeden, willk uͤhrlichen 

Werth geben kann. : Die einfachſte Vorausſetzung iſt, wenn 

man mit Bezout a1 feget, woraus Ve —r 

folgt; ' Wie werden alſo diefe Vorausſetzung zum Grande 


hen, und sugldch - ° :\. «- ABEL ge Dr 2 Peer Zur T 
‘; a’ FJ a", er 
Pan, 7 "ih 2 Kr 


5 | 5 .  fegem, 


7. Fortſ. d. Ven /ahdle m arte Wiacchangen. 923 


Fetzen/ LEINEN 1 foigemoe make Serie er⸗ 
halten N J note 
vw. exr.t.. FR “B: Bor Pe — IR j 
—X un αν Sata 7-22 2E zu — ꝛe. 
PRabe all 1 kin xt * 3 — — * * zur K. 


aa. — ⁊c. ae: 


| (r- — 2 * derer rar tz ur rs ie 


ne , Bir wollen merß unſere Aufmerkfanfeit. anf.ben Aube 
drutk ſot die-Wchhe: a:richten. Da die Wurzeln dor Glel⸗ 
vIuig ze do, weiche wit durch I, &, B, 5, ac. vorge⸗ 
eſtellet haben, auch durch’ 1, a’«2, w9, ıc. (Mr. =) Außgts 
druckt werdem ſohnen, fo baden bir” = *2; 7 a3, Me 
fſo daß nunmehr ſeyn wird 

si; 23 * x. +. POLE * nax't. +, PE STE + ꝛc. + vi, (#) 
‚Die Werthe dar: aͤbrgen Orbeen 85 a’%; ic. ja erhalten, iſt 
michtg nötig, gla daß mgn. in Kiefem Auſdrucke · fuͤr a’. ſtoat 
m 1 die. Potenjen —2 3,1, ſete. Hieraus, und aus dem, 
was oben Ne. 56. erwieſen worden, lͤßt ſich ſogietch ſchliaſ⸗ 
ſen, daß wenn der Erponent A der gegebenen Gleichung eine 
Primzahl if; die Größen a⸗ a, a“ꝛc. Wurzeln einer und 
derſelben Gleichung feyn Werden; bies wird (fh aber nicht 
ſo verhalten, iweng a; eine zuſqmurengefente Zahl iſt. Mus 
dieſem Grunde werden wir jn der Folge die Foͤlle, wenn «es 
„eine-einfadpe ꝓuoder ———— Beh. iR ‚untenfapiehn 
Maſch REN Bine 5 R 


* {1 
e?" 


: Die wollen aharmein vachmene J Bee 
Fo x + ax’ * ax + PEP Un E ic. + am —i WR. 
und überlegen, wiedie Steichuug fäne —** ſton muͤſſe. 
Yo; 0 In 


= 
— 


— 


— 
' ‘ ı ® 
“ f2 x 
N 
- 
. . n 
’ > & * * 
4 ‘ I . 
N 


In Dinfer Wpficbt ſoche man Alle pactifhlisen Mzerde vom 4, 
welche dur) die. 1.2.3...» Berfchungen herausfaunmen, 


‚Die unter den x Wurzeln x’, x”, x. moͤglich find; und mer 


Defolge Dep biefer Uaterſuchung eine aͤhnliche Methode al⸗ 
We. 55, : Man betrachte alfo die. Groͤße v als feſſſtehend 
und laſſe bios die Übrigen — Größen ihre Stellen Am 


dern, fo werden die unter ihnen möglichen 1.2.3...(m— 
Verwechſelungen tben. fo viele partifulare Werthe von t ges 


hen, welche wir durch rd, 7, €", dc. bezeichnen wollen. Nun 
Safe man: in. dem Ausdrucke eines jeden dieſer Warthe 7 
feine Stelle ändern,. indem man daſſelbe nach und nach mit 

x“, x“, 36. verwechſelt, fo wird man die 1.2.3... geſuch⸗ 


gem. Werihe erhalten, welche die Wurzeln de gegebenen Bl 
Hung fürt fepn muͤſſen. 


Man. Wied aber jeicht demerken, bahnen um alle dieſe 
Warthe zu erhalten, nus jeden des Werthe: vi; €”, ‚ce, % 
: nach und nach mit«, 43,63; fc, ME mültlpliciren darf, 
fo daß ſich die Wurzeln der Sichtung far uf folgenbt et 
außeheen lahen u 
®, er, ir‘, | er u. — 
| T@, ar", wart, 3, Te | 
U, wär", u, it. mund 

ꝛc. 


rn 


dierw iife ſich aber leicht ſchileßen, det die Sieichung fie 


t, nur folhe Potenzen von-t enthalten wird, welche Biel⸗ 
ache von » find, 


w Feat nun; da ea in ns kat, fo 


% ni F. er a" a f u 
bie 


S 
& 


\ 


N} e 


[ , 
. ’ 
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- die Sleichung für 3 vom Grade x. 2.3... (01) ſeyn 


wird, und ihre Wurzeln werden die Werthe von 9 fepn, 


ia Sehiuß bleibt richtig, won welder, Art auch Die 
Zahl ſeyn meg.. Wir wollen nunmeht die beyden Kölle, 
wenn B Fa Primzadl if, Oder nicht, einzeln yntertuchen. 
u . . ; wo. . ° 


* * 
ar. 


\ welche blos aus Den Verſetzungen der « — ı Wurzeln“, 
a, u ‚eutpeinsen, ohne auf die Wurzel x’ Rüeipt 38 


‚Wie "hehinen alſo An, bob 2 eine Hrimzahi Ten, und F | 


| —* daß, um alle Werther von dð zu finder, es hinlaͤng⸗ 


lich ſeyn wird, blots die zu ſuchen, welche aus der Vetfegung 


fegen. Man kann ſich hiervon leicht durg abolihe Sehluͤſſe 
als Nr. 56. uͤberzeugen. J 


RWwiimint man nun an, dub die Ri 1 gende von >, 


velche and ‚bet. Subfitution. van w2,0, 6 1 fuͤr 4 


Ver u = 2 Wurzeln x’, 2”, 26 entſpringen, deren Anzahl 
alfo = 1.243:..(# — 8) fepn wird, und dann, in dem Aus 
drucke Lines jeden dieſer Werthe #2, #3, ie. eu zu 


* 


in dem obigen Ausdruck fuͤr $ entfiehen, die, Woͤrzein fols | 


gender | Gleichung dom (x. — ı)ten Grade ſind 
| sat _ T32=2 4 usR—3 - XM E % 


so folget (Ne. 57.) daß jeder der Coefficienten T, U, X, 


durch eine Gleichung vom 1.2.3. (a 2)ten Grade gegeben | 


ſeyn wird; ſo daß die Gleichung für 3 vom 1.2.3... .(A—DIten 
Grade, ſich in 1.2. 3... ( 2) Bleichungen, jede vom 


Gi iden Grade, Woisd-zerfällen laſſes, und Jivae mittelſt 
einer Gleichung vom 142.85 (u — ajtin GSeade: denn 


wenn man einen der Goefficienten TU, X: ® "erfunden bat, 


" . 


P) 


—2 


a6 7: I Von den Gleichungen. .; 
ſo wird man leirbt durch Aufloͤſuns einer Gleichung ven dies 


fem Grade, ale übrigen erhalten können . - .- - 


.i 3 x ? er ’ 
at. 
‘ 3 . 
ve. — .. 


Y. , oa F PP 2 2* FE 
Da die a — 1 Wurzeln der Gleichung BHTT 
73-2 * V3 u TA Ic, die Werthe 


von 8,d. h. von (x * ut 2x rx.. find, "welche 


man erhält, indem « näch und’ nach In “2,3, a 
verwandelt wird, fo folgt aus dem was Nr. 68. geſagt wor⸗ 
den, daß die Wurzeln dieſer Gleichuns genau die * Merthe 
der ꝓten Potenzen pon den Größen a, va", a", “u : qüößtpden 


werden. Br J 2: 5 _ 
ya 


* 


Bein man nun nd witzen band. 3, Pe 


“ — 1) fo iſt mu. * 


le ker. 
. Um: pun-die Gleicung, um welche es ung zu. thun iſt, 
vone Schwierigkeit zu finden, muß man dag Bolpnom 
| % * zen * aa + aber * PT aa 
zu der deim erheben; ‚und winn an „Sematty daß 
4 rn 124, 1er. fo wich man für s einen, Lus⸗ 
druck dön Ian Som erhalten 


i * I 8 T afı +. wagt + —* ER + Pen? 


wo 8, 845", ec. Funktionen Dee Wurlein x; x“ rl ae 
u ſeyn erden "Man verwandelt, + in X und eliminiret 
‚algbenn mittelſt dee Gleichang gr. 573will man hierbey 
nicht die gewoͤhnliche Art zu, ren. brauchen, ſo kann 
‚won. Ach: fon bediench oo. 


. m. Da 
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72. , on 0 
Da ⸗* “2; ya a3 (Re.69)%- Batman. 
mt + a’ + 22 + 35 +: ner glei] 
gi . mn 2 + ag je 4 Aa2 * ap + ꝛc. FA- —— 
= 8 + yL' + yaz" + ya“ + ı. Brsneen. - 
ic. ’ " 
und «, 4, y,ı. nebſt 1 ſind die Wurzeln der Blisun 


. 
- J 


nam. die Wurzeln der Gleichung für $- befannt, 


u: 
fo Eann man vermittelft derfelben die Werthe der Coefficiens 


‚ten T, U, X, ıc. beftimmen, desin es ift befanntlich ı 


. Terre. de. rn 
vos} ser ic. me 
ꝛc. “ ... . ; 


4 


Man wird oft diefe Beſſimmung erleichtern konnen, wenn 
man die Summe der iſten, aten, Zzten, ꝛc. bis ten Potens 


zen der Wurgeln 3°, 9”, 3,20 ſuchet; mid. ‚in. biefer Nds 


ſicht wird es gut feyn, wenn man bie Größe | 
eerretfr ed, 


5 in die Rechnung bringt; fo daß Die Größen 30, 8, , ꝛc. 


den Wurzeln 1, 4, A, ⁊c. der Gleichung —E 1=0 ent⸗ 


— — — — 


— 2 


ſprechen. 


Erhebt man aber das Polynom 

Etaf * ad" * 4389 ꝛc. + —— 
nuch und nach zu ber aten, 3tdn, ıc. Doten;, und bezeichnet , 
man mit‘ E2,63, 54,1%. ‚diejenigen Glieder dieſer Potenzen 
welche, nachdem man ı für. u \ für „er u. ſ. f. geſetzt 


| hat, gar fein « mehr enthalten, fo läßt ſich aus der. eigens 


Dd | thuͤm⸗ 





428 SL Von den. Steicjungen: 


_ tntißen Vehtdeffenhen der Größen 1, =, B, 7, it. . (Me. 3 
‚leicht beurtheilen, daß die Summen der iſten aten, _3ten, 
26. Potenzen, der Brdben 39, 37, 9", ic. ns auf #L s£2, 
pE3, 2% reduciren werden. 

ERTEILT E22 202 2 22 27, vn = 
J at xt * zu + ie * „ey == (— m); sieht man 
nun von den Größen a&, u&r, #E3, 1. vefpective die iſte, 
ete⸗ zie Hotenz von m)“ ab, ſo werden die Refte 

„Er — (— mt 
77, _(- m)" 
BL + - u ae 
‚Le, 
seit ſeyn den Summen der. je 1 Wurzeln 9%, 9, 30, 
2c. ihrer Quadrate, ihrer Würfel u. ſ.f. ſo daß man vermoge 
der bekannten Formeln findet 
Ten-lmt on 
Tag — (— m)P). - #i2 — (-— m)? 
a | u vu 

IE _(- m) _  Tief2 — (— m)”®) 


* 
Um 
Ds 


2 Pr 
| E, —— mir 
| | * 

73. 


Machet man nun in den Auedroͤcken für T, U, X’ 
- mit den Wurzeln x, x’ ‚x, x. alle mögliche Verwechſelun⸗ 
gen, ſo wird man fuͤr jede dieſer Groͤßen, nicht mehr als 
1.2: 3...(4 — 2) verſchiedene Werthe finden, welche eins 





J 
⸗ 


ats und allein aus den Verfegungen der 2 — a Wurzeln 
x, x”, c. entfpringen; fo daß man eben fo viele Glei⸗ 
chungen fuͤr $ don der Korm 

. ge—I. — Tↄaſk - 2 * gm —3. mg 
erhält, weiche ſaͤmtlich in einander multipliciret eine: Glei⸗ 
chung für 9 von dem Örade 1.2:3...(u— 1) geben wers 


den, deren Eoefficienten ſaͤmtlich durch rationale Funftionen, 


der Coefficienten m,.n, p, ꝛc. der aesedenen Sleichung/ des 
ſtimmbar ſeyn werden. 


Hat man nun auf ſolche Art dieſe Gleichung gefunden, 
und dividiret man dieſelbe, durch eine ſolche Gleichung, als 
die eden angeführte, vom ( — a)ten Grade, fo erhaͤlt man 


| . — 1 Bedingungsgleihungen zwiſchen den Größen TV 


X, ıc. durch welche man z. B. die Werthe von U und X x, 
für T befimmen fann, und man wird auf diefe Art zu einer 


Endgletchung für T fommen, welche nicht hoͤher als auf ben 


, Grad,1.2.3...C# — 2) fteigen fom. . 

Dainder Thatdie Grdge T,nihtmehrals 1.2. 3. (na) 
verſchiedene Werthe Haben kann, ſo wird man, wenn dieſe 
Werthe T., T, Te, x TO) heihen, und zur Adkutzung 


„= 1.2.3...(# — 23) geſetzt wird, fuͤr T. eine eis 
von folgender Form haben | 


Ps’ ‚2 _ +73 * co u 
deren Wurzeln T T, Tl, x. find; To daß man, wenn 


man will, die Werthe der Coefficienten w,g.0,.2. aus den 


Werthen der Wurzeln T4 T’', Tr, rc. a prior beftimmen 


kann. 


Auf dieſe dt erhält ı mai die Gleicbung ki T nmitte 
bar, ohne erft die Gleichung für 3 von dem Grade A-1) 
au Dülfe ju.nehmen: auch wird man eben fo unabhaͤngig 

J Dda - von 
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— 


130 1. Son den Gleichungen, 


von dieſer letztern Gleichung die Werthe der uͤbrigen Soc 
-ficienten U, X, xc. durch T finden. koͤnnen, wie wir dieſes wei⸗ 
ter unten in dem vierten Abſchnitte zeigen werden. 


Uns allem was wie bieher vorgetragen haben, folget, 


| daß Eulers und Bezouts Methode nothwendig auf: eine re⸗ 


ducirte Gleichung von dem Grade 1. 2.3..,(2— 1) fäpren 
muß, welche ſich, wenn der Eoponent » eine Primzahl iR, 
in 1.2.3... —.2) Faktoren von dem * — Tiften Stadt, 


serfällen lafien muß. u | 
Dieſes Refultat ſtimmt, wie man ſiehet, mit dem uͤber⸗ 
än, was die Tſchirnhauſenſche Methode geben würde; fe 
daß man hier aͤhnliche Betrachtungen, als Re E72 anſtel⸗ 
len kann. | 
i 14 
: Um die vorgetragene Theorie durch ein Beyſpiel. zu er⸗ 
‚ Häutten, fo fey eine Gleichung vom: zten Grade gegeben 
2% Fmx4 0x3 Fips2 gr t.rmso 
Ihra Wurzeln ſollen x‘, x x, zu, av ſeyn. | 


a ze 


»Man fee nun 
>. xwahbgheys }ay Hays 
und betrachte Die gegebene Gleichung. als das Refultat einer 
. Elimination, aus diefer letztern, und aus der zwepaliedeigen 
Gleichung y⸗ y o, oder vielmehr (indem. man wie, 
NRr. 6, v—1 ſetzet) ys- — ı1=0, | 
Euler und Bezout haben in ihren Abhandiungen über 
dieſen Gegenſtand eine Endgleichung gegeben, die dutch die 
Elimination vor y erhalten wird, in dem Salle, wenn m==o 
"anda=o; deren Veraleichung mit der gegebenen die vier 


Gleichungen liefert, welche noͤthig find, um Die Coefficien⸗ 
ten 


. 
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- ten’b, c,.d und e zu beſtimmen. Anderen haben die ſe ſcharf⸗ 


ſinnigen Maͤnner das Reſultat nicht angegeben, wekbes aus 
Diefen vier Gleichungen, durch Eliminirung von irgend dreyen 
Der vier-unbefannten Größen, herausfommen muß; die Urs 
face liegt in der, unuͤberſehbaren Arbeit, welche dieſe Elimi⸗ 
nirung erfordert. Die bisher vorgetragene Metho e liefe 
uns Mittet, dieſes Reſultat 4 priori zu Anden, wo womit, wir | 
 fogleih einen Verſuch machen wollen. F | 
\ | Wir haben alſo ſogleich Ar. 67.) am — = nd fen 
nee ar I. a | | in. 


7 5 g: 8. . 
va ya. Yyvyıı VM. 
’ .. 


b= — — , C == 





34* — em: 
5 5 5 
und. 34, 3,.3, 94 find. die vier Wurzeln der Gleichung 
34 - 133 4092 xůS Yo . , 


wieiche ein Divifor einer Gleichung vom a4ften, Grade feyn ” 
wird, welche man für den Werth von & findet. 
Um nun den Werth, der, Coefficienten T, U, ꝛc. z fins 
den, muß man das Polynom 
xt ax! * «2.1 4 PER) 4 PLN u 


zu der sten Potenz erheben, wodurch man, in Rüdfiht des, 


erthed von #5, (46 ıc, Nr. 24.) gin anderes Polpnom von - 
. folgender Form erhält 
- 0 Br az L a2Eı 4 32} warn 
a in welchem N Ä 
= xis Frist zus * xuus pas} 120x’z!"xiligMligv 


+ 20 (xx xv + xx) + xU3(gigl + xugv) 
“Fo xltt3(ziv + xixuiq T za (tx! T xlUxv). 
{ 


+ xr3(x' x T xtigln) ° _ 


$ : 320(x'(xtt 2 art xN2)7 —XRX xnia fæuu 3), 


TxlilxI2 xY2+xli2 xHl2)} xli(x12 x2} xvuaxv2) 
TxV(xl2xtll2 + x/22"12)) 


en Dd di= 


’ 


2 


— —X 


32 1. Bon ben Gleichungen. 
ug a Seren rent test atiaar tareud tn 8 

ae | 
Man erbält alſe ſogileih m 
u Ts5sitmr:.. , 


⸗ 


"Betrachtet man "aber den Ausdruck für 2 fö bemerkt 
man, daß die Gliedee | . 


* xe + zug + xtug {N zug T zus * 1 E 
unmittelbar durch die Coefficienten m, n, ꝛc. dee gegebenen 
Gleichung ausgedruckt werden Pönnen; und es iR nicht ſower 


zu finden, daß der Werth dieſer Glieder on, 
mt Tsmin — 5map t sm(grn®) t sup — 1258 
‚fon werde, 


GSaetzet man nun, um die Rechnung einfacher zu machen 


gg ** 2(x!I(xltxu * x * x(x ya + xtltyxr). 


sv 


se * — + x!xv) ıT (KÜHN ICKIN KV + x!x!D 


+ xvIlKix > x“xu) 
+ z(xfxuaxn2 Fatt2guna)Egifgiagus +xlllaxv2) 
px! Kxllaxitıa Tx/3xv2)Fxungliagv2tx/ax 2) 
T xv{x/2x'N2 T x12x1132)) 
f wird - 
T=502—4ms FasCm’nmapti(g _ n2) Tap-25r) 
und man wird finden, daß die Groͤße z nicht mehr als fols 


„gende ſechs Werthe erhalten kann, welche wir durch z', 2", 


2 8“, av, zwi bezeichnen wollen, Bu , 
2° == 2(xli(xllxv xl) F x 3(gIxlt + gie ge) 
+ x 3Cgu gu tx xN) * —A + xix") 


} REX T zig)" 


.F z(x (xl 3xY2 4x2 xHl2)T T xWKzlaxlla} glNgxv3) 
+ x l(gllaxltllarg! 3 xv2)pxllixils xv2Y}x12 x12) 


2" m 


er 
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Pe ala'3lan xt » xllixv) + —RR8 zuge). 
7 xl 3(xligv + x! xt) + aa + x) 
.. 4 — xuxun) 
. — + x gta — —— — 
* xllifgi2 xv2 rx/⸗ 244) T xV(zll12 zatgaztia) 
„tatitzizzva + zU2x12)), 


— =. 2(x!3(xttgv } zii zu) + —R& t Ku) 
+ PUUETE IL <U4 Tx'xv) + a xYV + xtx#) 
F xVYlzixtt, + xHzlN)- | 
* 3(x (xuaxv —EE * air —ERE 
+ —RED — —B — 
„> Paraarishgiagimady nn: 
Sam alx'I(zttxtl & —XR * BR xils * zii) 
+ xÜuN3(xHyV xt) r ars * xx) 
+ ETC O2 FXtirum⸗ 20 
P —— xls xv 2 —V— 
4 PU ESL ZU IEr Le?) + ua zuagkaxl3) 
7 xAlx'2272 Fxü2ya)), 00: 
a“ = a(ar3 (zit + zu xv) + x Hx'xV * — 
4 zV aattzıH + gi x#) + zus (glg 1 x x) 
X + xæuxv)) — 
4 Z(xt(xaglliztginig xva)} zHlgi3gv2} xuia xiNli2) 
* xv(x 42 xuæ⸗a pæi⸗ x may + —B xi2) 
+ xIKxi2 zig rt x'2x72))," * . 


3V —B + xllixv) +. Pie + —XR 


7 zv3(xl ziu T x'zln) T —R *. xxvy 
— $ xx) | 

J + (x xl! 3 zii24xlli2gV 2)* —RXR ⸗ +xiu2xllla) 
Fxlizl2xti2trlaxliiayh glzuuagea hrsg?) 
ne Ue —— xvaixva). een 


J 


Dda Man 


492%. I Von den Gleichungen. 
. a ES a2 20222 25 
a “ ne . | 

Di erboͤlt alſo. ſogleich J W 
Tasttmr:... 






wetradiet man’ aber den Ausdrud für h, ſo bemerkt. 
man, daß die Glieder 
.xıR + x + zug ? zug + zus * 10x erg 
‚unmittelban Durch Die Coefficienten m, n, 2c. der gegebenen 
| Gleichung ausgedruckt werden koͤnnen; und es iſt nicht ſchwer 
zu ſinden, daß der Werth dieſer Glieder 
m mt T5min - 5m2p T ar * sap — 1258 
ſeyn werde. | 





Setzet man nun, um die Rechnung einfacher zu machen 
WE u 16 E16 30 S 55 up S2 SIDE zu IE 1075 SIE xlllyr) 
FT Räte KV) Runackiin po xiztl) 
+ xv3cx xt x) 
+ z(xI{xu2yv2 FattzguNa)Fgllgiagıuz Falls xva) 
rx' Kxtlzxlula Fx/3xv2)Fxtungilagvz}x/ax7>) 
T xv(x⸗ xuua * xlI2 x'2)) 
f wird - 
= 501 4mf Fas(m’n—m2pt X —n2)Tnp—25r) 
und man wicd finden, daß die Groͤße z nicht mehr als fols 
„gende ſechs Werthe erhalten Fann, welche wir durch z', 2", 
zen, , "37, zwi dezeichnen wollen, *8— 
PU 2(x!3(x!xv 7 zz) + —A * gint gr) 
F xt ä(ge x * x xv) * zUl3(glUxv + xix") 
I 7 xv3(x/xtu P. xx) j 
+ 3Cx'(x u 2x2 +xi2 xHll2) T xlglaglı 2+x/lltgxv2) 
Tr (gliagttatglaxv2)pXllxilzgvahzi2xli2) 
Favlaaxliz Fxl2guls)), 
2" = 


% 
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z" == ala! let + —R * zuat /gtgih 4 Auge), 

Fi 5 4 xl 3(xligv T. x!x4ı) r a + x’x") 
4 UN 3 (K'xV T ztigun) \ 

+ 3(x'(x!!2 —B xxa) 7 xi(gı2 zitatztage2) 
* zlli(xl2 xv24x/2gWllg) 7 xv(a zu ⸗txaxiay 

| Txucæiaxva + zi2gli2)), 


. gill. EWIETELT + zu zu). + —R& t Kup) 
+ x 3Cglegi * xxv) * tr r x) 


— 


DEN IeO IE ey : 

2 J | —— 
— —E MICTERSEEHFRUTS) 

1 , F FxY(zl2zllispztlzxia)), ı t4 


A alx'I(zitztli 4 yillizv) + xÜBCKE KR. * zit) 
| = pp KÜNECKERV N RIRlI) Se —— * xx") 
+ LEITET 2 + xt kr 
Ba — — ne LESS sbeittgisgdliztxlüsges) 
+ xUl(gligy2fgl3xtita) + area —— 
+ xMM2'2273 Fxua xA 2 —R 
a“ = —B + xuu xv) + x Mx'xv * —RXR 
4 VE CHE Dal + ix) + PULL ICE, t x") 
4 xUdgizil xuxvy) u u 
.. 4 z(a'("aglistzihiagva)t xHlzI3gv2 pille xuia) 
* xv(x Haglii2 —R + sl aW22Va}z/2xl8) 
+ —R za } xaxv2)),' , —* 
avi * —B— + xllixv) +. ZU 3(zixr + zu 
+ xvi(xuxu T x'zllın) T —R * x'z1) 
* xun a(xſxiu * u) 
| J + —— Do—o—— 
+ xr(zli2 x/u2txlaxla)f zHlzUV3x13h2/2212) 
FR KIazIUS T x!12272)), DT re ur 


Dd Man 


434 1 Don ı den Gleichungen. 


Man mache in diefen Formeln mit den Wurzeln x x". x", 
le. weiche Verwechſeluogen man ‚will, fo wird fi ch zeigen, 
af immer dieſelben Fotmeln wieder Herauskommen. Hier⸗ 
aus folgt aber, daß die ſecs Größen. z', 21, 214, ic. nothiwens 
big. die Warzein einer Gleichuag vom ſechsten Graͤde ſeyn 
werden, welche alſo von folgender, Form fepn witd 
26 — Az + Bı4 — 33 Yn2—EifF= 
deren Wurzeln alfo zu Bolde der’ $efznhten Sec en 


cwerden koͤnnen. 
So hat man z. B. Az ei F 2” far 12 zY * 2Y., 
u Das. heſßt ze tn NN. 


(TAcer gel: (WIE xiigie —E —* xux Aa) 
4x3 (wit Fiıv U Brink Fxtüxvr xvxv) 
* Tanz, pie zz raꝓ a BE 7 ixv Tx''"xv) 
‘Fr 4xY3 (xx + art ıy allge patigivhxtugv) 
_ a FR RER 
 laagsr. ei zen POrler)arr Krav)2), 
. + 6x ((x‘ —— — Ffxt. xY, 2, t (xl tgivV)2 
u G. X vi TLRURNE, Gxxv, 2). 2 
(ix 'x #6 —— daten) I@arzt 7 zv)3 
T " xY)2 r — 
X ER zu)2 Hana} laiana Fatızın)a 
Fa 1. at tır-ahn J ———— — 
t G (aa tghena Tr xin)a 
a Fr (z''x'Y)2 T (x'x'7)2) 
En iſt ber in der gegebenen Gleichung 
nn Ö: mas fire gan} ar har 
J n = xixu I xx T xixiv Tr xixv + xx 4 Xlixv 
| & Ye 4 xÄxv wre E ztigv ——— 
aiher erhalten die fünf erſten Glieder des Autdence für A 
folgenden Werth 
* gu 


DW ft,» 








/ 
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ent galal?. + —* + EATUE NE x4u3 xv3) 
7 406x.4 + xt Fr z'ua. * zus + xxa) 
4a Rs Raus as) | 
= palm famam ap) . : 
+ gmim4 — .4m22 4 4mp — 49 1202): 
FI Tom sank ne) Se Tsopr 
Den. Werth der fünf betzten Glieber der Größe A zu finden, -, 
muuß man: zuerſt den Werth folgender Bröße fudben ' - 
ı (aiulya ι[Ja —RV *6 ala Je 0) 
FRE (at «v); 25* ætatvj⸗ + (ztlgr) 2 4 are 
wekhr wir zus Mölleiumg't’ndnmen wollen. Quabeiret man 
- aan. den Werth vorn, fo erhaͤt man “ Ä 
ma em: L F yulxta xu2: xXxua prwi ar2) 
Fiona Fo wihigau dest xv3)' 
zZ inf nee Polar mia Fra} av) 
s= 17 an{m3 — on) Foam(— m3' 4 Inin — 3 
α — min Fiainp gg} an2), 








daher u 
1 = n2 — 2n(m2 — _ an) - — am(— m3 T 3mn — 36) 
I’ _o(ms — 4m2n + 4mp — '4q ? 202), 
Runmehr iſt 8 nicht ſchwer zu finden, daß der Warth der 
fuͤnf legten Glieder in dem Ausdrucke für A, ſeyn werde 
6a! + xl + iu + iv + xv) Br 
er Mana anlage =” Bu 
G6Eis 5 UIzE 5 Ui 06 2 07 52 210228 . | 
Gl — Hl? er And m) F zum — a 
16m, T Sm’n—sm2p Fsm(g—n2)-sr} op) 
Vereiniget. man alle dieſe Groͤhen, fo echät man endlich 
An entre) Te F3m?X mtr zm-- 39) 
T 16m(m4 — mia. amp — 39 an) 
T 10 as Fsminesn2p f smeg- 2 anp) 
| .Dd5 Auf 


/ 


Pu 


6 


436. I. Bon den Gleichungen. 


Auf eine ähnliche Art‘ wird man den Werth jedes an⸗ 
dern Coefficienten B, ©, 2c. der Gteichung = finden Fönnen, 


und man wird dabey Die Rechnung ſehr abfürzen koͤnnen, 


— 


wenn man die Regeln anwendet, welche Cramer gegen das 
Ende feiner Introduction à ·lanalyſe des lignes courbes ges 
geben has; um die Summe von den Produkten der Wurzeln 
jeder Gleichung zu berechnen, wenn man dieſe Wurzeln 
zweye und, zweye, oder dreye und dreye etc. verbindet, und 
jede zu irgend einer gegebenen Potenz erhebt: Wir wollen 
ung aher in die Ausführung diefer Mehnung nicht einkaffen, 
die, außer der großen Meitläuftigfeit Derfelben bennoc, kei⸗ 


nen Aufſchluß uͤber die Aufloͤſung der Gleichungen dom sten 


Brade geben würde; denn da die reducirte Gleichung für z 
vom. fepsten Grade ift, fo’ wird. fie nicht ‚anfiösber feyn, 
moferne ſie ſich nicht. auf einen. niedrigern Grad als den 
‚fünften, bringen laſet Dies ſcheint mir aber nach der Form 
der Wurzeln 8 2“, ꝛc. dieſet Sleichuns beynate unmdoa. 


r 


BE De > 

Wir baden von Nr. 70. bis jet vorandgefegt, daß der 
Erpönent m der gegebenen Gleichung eine Primzahl fey; 
wir wollen nunmehe den Gall, wenn 7 eine iufammengefegte 
Zahl ift, unterfüchen. Ä . 


MM dieſem Falle ift es durch ahaliche Sat. als Kr. 
59, leicht zu beweifen, daß die Saͤtze der eben angeführten 
und folgenden Nrn, nur in fo ferne Statt finden werden, in 


ſo ferne man für =, blos die Potenzen =’, «", -e, ıc. ſubſui⸗ 


tuivet, deren Erponenten », w, 9, ıc. velative Peimgablen ge⸗ 

gen ſind. Hieraus folgt 
1) daß, wenn man die Anzahl der eben genannten 
Eocffisienten u, =, &, ic. duch Au 1 bezeichnet, die Gleichung 
für 


7. Son, d. Bem. uͤb. die I. ungen, a 
.: für 3. telihe come *7 dem, Srade I.2. 3... en 
IE, in pi LIFE Gleichungen, jede von dem Grade 


2 aufloͤsbar ſeyn wird; ihre Form wifd ſeyn | 4 
a te A Sehe act N 7 EI 
und die Egefficienten T, U, * x. werden jeder durch eine 
22. 3... 
Gleichung von dem orede I. (er 2 N) Br 
| werden, ‘ | .. . N 





2) Wenn mon bie» Wurzeln biefer Seitfuma für 3, 
dorch 9,3, 9%, x. bezeichnet, " werden die Größen 


[| 


ER CR" b 
—, an he ‚3 


f je 5 


die Werthe der enigen Gocffisientenk,g,h „x. c, ,B ausdpuͤcen, 


deren Stelle, wenn man von-k anfängt, durch bie Zahten 

I, , e, 26. welche gegen p relatips Primzahlen find, ange⸗ 
zeigt wird ; fo daß alle dieſe Soefticienten. durch eine einzige 
Sleichung beſtimmt werden. 


3) Um die Edefficienten TU," nad) der Ne. 71. 
vorgetragenen Methode zu finden, wird man zu det Ciimini⸗ 
zung von y, nicht die Gleichung (g) Nr. 57. ſondern die Glei⸗ 
wung (i) brauchen müffen, welche man nach der Rr. 60. bes 


u Toprtebenen Methode findet, und wovon bie Wureln 4 


"a, find. Will man demnach die geſuchten Coeſa⸗ | 
ficienten nad Ne. 22. beftimmen, fo muß man zuerft vermitz 
telſt der Gleichung (i) , die Summe der- Wurzeln a, a’, «”, 
at, x., ihrer Quadrate, ihrer Würfel u. f f. ſuchen, welche 
wir mit S’, 5”, ua x, bezeichukn malen. Erhebt mon nun 
nach und nach das VPolynom 


⸗ 


% 


238 Won Bin. feichungen, ” 


gie TED, 
_ BE der ten, 3ten. Potenz ac., und bezeichnet man dieſe Dos 
tenzen durch 
Oo nteetetetn 
2,38 *3 t tet r “ 
” ine 
( ergeben ſ Fr fotzende Größen‘ on a we 
Ze" zu 57 6 2 De 2 SU DE 
282 * 5 2 7 SAgltg + Stugreg 7 X. 
Ber "8.1 r sr seat en. I. 5 
. .. 8% : 
für die Summen der, Aſten, ten, ‚ sten, x. spotenzen, von 
den Wurzeln 3°, 9, 34, 3 Unb hierdurch findet man ends 
| lich nad den befannten Regeln 
Rn .n 5.3 * "gap": * gi⸗ * — ꝛc. J 
RE ä 
2* (22 * gt2 4* Ss + ꝛc.) 
* Rene —— — + + Sup * ch —W 
Mo Pain) 
+: 3. 65.1-5%3 A $%3 7“) J 
oe * = u 


3 [4 


a m.r 


Ber Pognre v —* 
‚Um num. auch bie Werihe der übrigen, Coefficienten zu 
‚finden, deren Stellen in der Reihe k, h, 8 ıc- c,b duch 
ſolche Zahlen angezeigt wird, weiche gegen » commenfuradel 
find, ſo wollen’ wir allgemein annehmen, daß er" ſeh, 
und-daß man unter den geſuchten Coefficienten diejenigen 
beftiimmen wollte; deren Stellen durch ein Bielfaches von x | 
engezeingt werden. MWezeichniet man nun zur Adtarnuns dieſe 
Loeffi lenten mit 
u ) . 





7 Gen Bern uͤb. die Alg. —* Städungen, 49 
j ‘ 6). sr) " PX.) u 


— ‚ ie IC, 


„u... ». nn 





amd tat’ = | =», ſo wird man aus dem. was Nr. 6.96 


Sagt worden, leicht überfehen, dag 


2) = x' * * + wrx + wagt T. x, t „en EN | 


ſeyn werde; und um die übrigen- Größen 2), x 
zu erhalten, wird nichts nöthig fen, als % nach u und na 
mit 2,‘ ws, % su vertauſchen. 


uUm dieſe Rechnung, mit der e 9 9. aͤhnlich m mas 
en, ſey 
122* wx" + 2x > —R + ꝛc + Re a DE 
und man unterfugbe nun von weicher Veſcaffenheir eine 
Sleichung fuͤrt t ſeyn werde. 


⸗ 


In dieſet Abſat bemerke man muerſtz da , X 
wider (son, und daher art Em m, 


orT2mu2 u: Und überhaupt, da 1, “,n2,.08, x. „ee 


die Wurzeln der Gleichung — 1 = ſind, ſo werden die 


Potenzen 1, =, w2, 03, 20 "1 die Wurzeln der Sie | 


Gung y — ı =o fepn (Rt. 2). 


Verfegt man n demnach diejenigen Potengen vr von », mels 


che höher als ⸗ 1 find, in die Klaſſe der ‚niedrigern Pos 
tenzen, fo. wird die Gleichung fuͤr x. folgende Form erhalten ’ 


tr + oz‘! + a2 zu + wg + x. + Piel | „(r) 


vorausgefegt daß 


I mm 
a — 
’ 


⸗ 


— 


440 . . 1. Dornen Gleichungen. 


20 m xi R rn). 7 „(ar tr) * yo + x m) 
zu ax 4x „=t2) ERpLC 2 DE . * „(a-=+2) 
“ gin 2 xXs— + .„#t3) 7 — * ꝛt. + p-xr3) | 
ic. . 
ee ee, 
77 
. 

Betrachtet man nun die Gleichung für t In ihrer valls 
den Allgemeinheit,. fo iſt klar, daß: fie von Dem Grade 
1.2.3...» ſeyn muß, weil eben fo viele Verwechſelungen 
anter den Wurzeln x, x“, x’, ıc. möglich find, von denen 
jede einen eigenen Werth für t giebt. Zinden fib aber uns 
J tr piefen Werthen, folde die gieich find, jo braucht man fie 

nicht zu unterſcheiden, und Fann dadurch die Gleichung auf 
einen niedrigeren Grad bringen; dies wird aber genau ders 
dentge ſehn, welcher in gegenwärtigen Bl Stat findet. 


Es iſt aber augenſcheinlich, daß die Sehe z' underäns 

dert bleiben wird, was man auch für Verwechſelungen mit 
den » Wurzeln x’, „rtı), „rtl), xc. machen mag. Da, 
nun» Dinge r.2.3...7 Verwechſelungen zulaſſen, ſo folget, 
daß unter deg 1.2. 3... Werihen von it, fich jeder 
.1.2.3...7 mahl finden wird, fo daß ſich unter allen dieſen 


Werthen wirklich nicht mehr als 322* 


23 von einander 
unterfhiedene finden werden. | 
- Betrachtet man Ferner die Bröße 2”, To LRßt ich auf 
eben diefelbe Art erweifen, daß man jeden diefer letzteren 
‚Wertbe 8.3. ‚‚ mabl wiederholet finden wirds und hier⸗ 
| Ä duch 








\ 


[4 


7. Fortſ. Sen. die eg. Xufl b. Gleichungen. 441 
durch Ph fi die Anzahl der verfepiedenen Merthe | 
Setze man dieſe Solaſe auch ben den ice Didſer 

zn, zuu 2 „(”) fort, fo ergiebt fich zuletzt, Daß die Su 
| der der veridichenen Werthe von t nicht groͤßer als * * 


fepn fann; fo daß die Gleichung für t den Bu 2 3.ie 
(23. KL 


uf- 


nit überfteigen kann. 


\ 


» 


| 28. BE \ 

- Bergleichet man num, Died vorausgefeht, den pdigen 

Ausdruck für t, mit dem Nr. 69, fo wird man leicht bemers 

Ten, da bier in Abficht der Wermechfelungen. der. Größen 

2, 2", 2'", x. ähnliche Bemerkungen Ratt finden; woraus 
fich folgende Schluͤſſe ergeben. 


1) Wenn weine Primzahl iſt, ſo kann die Gleichung füe 

+" e bloß folche Potenzen von-t enthalten, welche Vielfache von 

‚ «find. Setzt man alſo "= $, fo man man fuͤr⸗ amt 
2.3: " 

* 2.3... * 





Steigung von dem Grad 


9) Diefe Gleichung wird jederzeit auflöshar ſeyn in 
—— Gleichungen don der zorm 
6- I)x(I.2. 3... „)” 
 gFI_ T3"7224 ue—h _ ge—3 ro 
in welcher die Coefficienten T, v X, ıc. blog von einer Glei⸗ 
chuig 


777 1. Von den Steungen, nn 
1.2.32..8 
e—netes. 3. on” 


. 


werden. \ FR 


abhängen 





sung: von dem Sad - 


3) Bezeichnet man nun die = — 1 Wurzeln der obigen 
Gleichung durch 3, 9”, x, re., fü werden die Größen 
5 Yv van. vn 3. „Zen: 
& 





⸗ 


tn 

bie Werthe derfenigen koefficienten k, h, g. rt. c, b, and 
druͤcken, welche in dieſer Reihe, die iſte, (avite,- (30) te ꝛc. 
bis (e — y)te Stelle einnehmen, oder, welches mit: den vd⸗ 
tigen.auf eines hinaueläuft (weil m Die Anzahl aller Coeffi⸗ 
cienten a, b, 6, ıc. k, if), die Werthe detjenigen Coefficien⸗ 
ten welche in der Reihe a, b, c, ie kr: eben r diefelben Stellen 


tinnehmen, . - 


4) Um die Werthe der Soeficienten TU, x xc. zu des 
ſtimmen, wird man fid) völlig der Methoden Nr. 71 und 72 
bedienen fönnen, wenn man nur üderall! den Erponenten =, 


anſtatt pr braucht, — — 


5) Wenn * keine Primzahi if, fo feiden die dieherigen 

Echlueſſe Abaoͤnderungen, weiche durch die Natur der Zabl = 

beſtimmt werden. Man wird dieſelben leicht durch ahnice 
| Betrachtungen als: Nr. 75. ‚ finden £önnen, 

793.. En Ze Ge 

Es erhellet alſo, aus den vorgetragenen Schlüfen, daß 

tvenn der Exponent der gegebenen Gleichung m eine Aufans 

mengeſetzte Zahl iſt, die Coefficienten b, c, d, ıc. nicht Wur⸗ 

zeln einer einzigen Gleichung ſeyn koͤnnen, fo wie dies der 


Sal war, wenn m eine Peimieh! if. Es werben‘ vielmehr M 
._ 000. Diefe 


Dad, mit k berſchieden iſt. 





7. Fortſ. d. Bem, uͤb.die alg Aufl d. GSleichangen 443 J 


dieſe Cooffitienten von verſchie denen Gieichungen abhaͤngen, 


je nachdem ihre Stellen in der Reihe a, b, c, d, ꝛc. durch 


Zahlen angezeigt werden, deren groͤßtes gemeinſchaftliches 


t 


Indeſſen wird es nicht noͤthig feper, alle dieſe verſchie/ 


Bene. Gleichungen zu ſuchen und anfzuldſen; denn die Coeffii 
cienten von welchen wir erden, hängen gegenfeitig einer von, 


Dem andern ab, fo daß man, fo bald einer diefer Werthe ges- 
Funden if, leicht die übrigen daraus ableiten kann. In der 
That, wenn man annimmt, daß y auß der Gleichung (k) 


Nr. v66/ vermittelſt der Gleichung *— o eliminire 


fen, und wenn man nun Sie hieraus entfpeingende Gleichung , 


lied vor Glied, mit der gegebenen vergleichet, ſo erhält 
man fo viele GieichunFen ald man unbeftimmte Eoefficienten 
3, b,ö,2c.Bat, durch weſche man jeden diefer Eorffichegten wird 


bdenimmen Pönnen.. Nimmt man aber / den erſten Coefficien⸗ 
son a aud, welcher durch eine Gleichung, gegeben: wird, im 
wpelcher. ſich nichts. von benshbrigen uwekannten Sroͤßen be⸗ 


Findet, fa werden alle Kbrigen unbelansten Korfficienten -b, cy 


4, 2.. in diefen Sleichuägen: unter änander: vagmiſcht feun.a- 


00,7 7 u“ 


fo daß man nach der gewöhnlichen Eliminationsmethode, den 
Wroch jeder dieſer nabekannten Grchen, Dasch-jebe.atdere 


wird befimmen: konnen. Mar aeird dakeni hier Waua⸗ 


Detrachtangen alt. Re sg, angelien Lünen. «- Y 


I RE * Fe Fa ea Ber 
u 2) 23 Vene 
1. MORE trägt; wurden Sabrauch feinee Methede, wenn 


m .dizumiemmengeiegti, Babl:ift, Heidbter .umdi einfachen zu 
machen, nch eine zwende Methade ver, welche einigermaßen: 


—8 


wraa on ——— * welche aher dennoch 


4 
ER im 
. . _ “ 0 





45°. 5 Von Ber. Gleichungen 
N, Kar. ar Fk + a. 


ſo wird vermäge ber. Natur der Bleichangen z/ = den Summ⸗ 


u‘ == der Summe aller Prodakte von je wegen, v’.=— der 
Summe aller Produkte won je dreyen ıc. det Wurzeln x; 


ern, tn. Ran gen; ebenſo wild 2 


der Summe, u’ der Sümme. alter. Peodafte von je 


Bpenean va der Summe aller Deodufte von ie deeuen ee 
F * — 


“ Bejeidnet inan "ober die = Warzein der Gleichung 
y"—ı=o, mit, we. fo erhält man (nad dei 
vorigen Ne.) 

AFrb rei: ro RK Br 


u at bi + cö2 r a423 + x Y ku" — zu 
a + be} era rae⸗ + 1 Kern a a 
“ ie 


PEST ehr pipe -- ir. ur 
where raus Fi dk ud 4" 


* Fb% * vs — * 1. * Kante * u 
| ee | 


1,0, 00 Fury 


4 ve 
. a ı > . 
amnın an u 1 * 


Bi nun a ermige, der Rene Bi Blei y⸗ =, —X 

in welcher alle Mittelglieder jehlen. 
ee ie ‘ | 
Bu et | 
“rz tat ef Ada wi " | 





2. ‚Sortf.b. Bem.:uͤb. die als. Aufl. d Bleichungen. ur 
«fo wird man die Groͤten 4, b,c,1c.k,.a’,bi, ic. Ki, a“, 


auf ähnliche Art als Nr. 67. deinen koͤnnen, und auf 8* | 
Seterhölt man .- = | 


et. 
Pr zu z' + "ru ger—ızm 16 . 
. 2 we == a‘ 4 ae % + germzzen + i2 
8* a LE Yo BE *55 ER a En 
| j fernee mh 
va’ = u’ * v⸗ LT j ge T ꝛc. T a 
—F —X ‚he vr y“ + —8 — 
emuf ae TB 
j ıC. , 
\ ' u. f. 


SEIEN ESSEN 
Wie woher munmche: die Warte: der Größen a,b, @, 
ꝛc F unterſuchen. Hierd dullt ne ſoaleich in die Augen, Daß 
** ‚der Summe aller Barjeln Et, x, ze gleich if; 


ee 


. Sep m man ferner. u, ., x anBort ⸗ 4 ꝛc., fo, daß 
de Wurzeln der Gleichung y 10 durch I, «, * a3, 
‚x #” — ı vorgeftelket werden Re. 24); fo erhält man 

krtet wzz" Terz rx zen 
"und um die Groͤßen eh g,x. zu schalten, wird nichts nds 
\ thig fepn, als in diefem Ausdrucke, die Wurzel e, nach und 
As mit #2, 93, 19. zu dexwechſeln. | 
Exa iß aber dieſer Ausdruck für „k, mit dem Ausoruce | 
L a) er t Res, völlig einerley; Folglich werden die 
\ Ee 3 Aus⸗ 


au. Von ben Gleichuugen. 


Ausdruͤcke für eh, vg, te. mit‘ derilusdeäden für a a ”, (039 
xc. unter eben der Nr., einerley feun: Hieraus fofget aber 
. ohne Schwierigkeit, daß die Coefficienten a, b, «, d, zc. Der 
Gleichung (IYME 80; multipliciret durch w, reſpective gleich 
feun werden denenjenigen Sweffictenten a, b, c, 2: dee Glei⸗ 
dung (k) Nr. 65, weiche in der Reihe.a, b, c, ıc. die ıfte, 
ste, 2ute, Zite, ꝛc. ( — te Stelle einnehmen, ı wenn jeder 
mit a multiplicieet. wird. . . 


Man wied alfo auf die Eoeffickenten a, b, c, ꝛc. von dec 
- obigen Kornt;' eben die Satife a anwenden innen, Weihe 
wir Ne. 76. if. deitt baten. 


a — 

Was die übrigen Coeffitienten a‘, b/, c, ıc. a”, b“, ec, 
ac. don der Rormak (N betrift,..fo-Fomn. mar fie, wem man 
Will, von den vorigen, vder ıbinß. nen einem. unten: ihnn 
abhaͤngig machen, welches durch ähnliche Beirachtungen als 
Mr. 79. erreichet wir rd, auch wird man nach den Formeln 
Nr. gi, den Grad, und die Foem der Seichaug von toel⸗ 
‚Ber jeder diefer Eoeficienten, unmittelbar abhängen muß, a 
puioti heſimmen kzunen. 6 


En, „r 


In Diefer wi, if es (den Sineigend zu vemerten, 
dab die Größen u’, u, u, ıc. mit den entfprechenden Stös 
‚Sen Zi. 2, ae, datin analog fi nd, daß fie Funktlonen der 
ntinlichen Durin ſub, welchẽ die‘ igenſchaft haben, dA 
fü 16 unverändert bleiben, was fuͤr Verwechſelungen man auch 

mit jenen Wurzeln vornehmen mag} eben fb verhäft es ſich 
auch mit den Größen v’, v“, vlac; bitraus folgt aber, 
daß auf die Coefflcienten b‘, ce, di u. b, ct", 4", ıc. ln 

| | ' liche 


— 
x 


— 





! | 7 
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er Betradtangen md Sange angewendet eexden koͤn⸗ 
nen, als ben den Coefficienten h, e, d, ıc. ftatt finden, 

Wis aber die Goefficienten * ar, ic betrife, fo muß 
mon dieſe heſonders unterfuchen. Man wird alſo zuerſt durch 
adeiche Scläfe alt Ni. zyu beweiſen eonnc Daß jede Dil 


fer Größen nicht mehr ol S— veblchuedeae Wir 
. 2. 3.. 

the haben fannı alddenn wird man bemerken, daß diefe 

Größen, durch Veewecſelumnnen det Größen u‘, u”, ur“ X. 


ww, dee v, * vr , odet 2c. Peine Berönderung 


leben the au won noch die Zahl dur 

te en 
1.2.3.8 “ dinidieen, um die Anzahl der verfchiedenen Wers 
ey jedes Surffichseten a’, 0%, x. zu erhaltens und hleraus 
folget, daß jeder dieſer Kaefficienten ‚duch eine vartikular⸗ 
nt von Dein Oele befkmme 

ur +3, a an? 

jeon wird. (e.) 


. BA “ z “ r N v.t .* ... . wi ” 
ae Pre Fe ee | 84. weile. 


"ge wollen annehmen, daß die begeben Bieichung von. 
einem geraden Grade ſey, und m = a fegen, ſe daß = 


7 
wird. An dieſem Fall verwanbelt ſich die Gleichung y” — I 
en, in yA—ız=0, deren bepde Zurich y 12 1. und 
‚= *— 1 find. Es muß alfe zufolge der‘ vorgetragenen Re J 
wede, die aoben Blctung m 
| ya” } mia —1 } ax? —2 Hp + PR = 0 a 
din — ati beyden Blcidmangenifeom . 
Ce 4 | z— 


TC L. Bon den Gleichungen 3 = u. 


Ne — er De ta ern a — 3 





r x. 0 
*— —E— nd ): nz 
u + x. = 0 | . 
eledemn ar 2 be u, ‚ia web 
Gem Buttrne un a en 


z’ = x’ + xu + ar 1.2. dor rn 
U x⸗ + x'Y + xr: Ist. et, on 
und Man > nen, dab die Gleichung ‚für b von dem 
A232 Grnetsie th... 
ga Pre nen, — aaa ng ae danı 
ſeyn und Ionen ‚gerade Gocfickenten haben wich. 


‘ 
d 


c 


Aut man num an, daß Die. gegen —* | 
—* Divbiſor vom: sten Grade Habe tr, 


FR II T ETR R; 

fo wird man: fuͤr⸗m eine — von dem Grad 
aFDEFDICHFI)... an) ie 

LER. 32004 

finden, und dies ſtimmt mit,bem überein was man aus ans 

dern Gruͤnden meiß, indem diefe, Zahl die Anzahl bes möge 

lichen Combinationen ausdruͤckt, welche unter Zu Dinge 

möglig find, wenn man. je» Dinge verhindet. * 


+ 


— Und da man, ivenn > m Sut=@ — v v "gefegt 


wird, fuͤr b eine Gleichung erhaiten ranß die Hin getade 
Yotenzen enthoͤlt, fo folget, daß die Gleichung für m von 
ſolcher Beſchaffenheit ſeyn wird, daͤß wenn man darin das 
zweyte Glied aaretul bringt, zugleich in abwechſelnder Ord⸗ 
nung 


Dame , ut 


ar 


7.Sortf.b. Bem; sb, die als. Aufl. 6. Sfeichungen. 451 


ang · die folgenden Gileder mit verſchwinden werden, tie 
wir Diefes ſchon bay den: ESeeichangen dom vierten Made 
Bnsn subenheten IT EN. | 
J —* 85. | 

‚Wenn. die gegebene, leichung vom ſecheten Grade... , 
fo don 3, und man get 4b3 == 3 fo mad pas - 


eine Gleichung von dem: Stab Er = 10 eat. 


En —* Ren as: dieſe Gleichung iaruner Gt 
—— auftoſet laſſen, und dieß mtelſt einer GL 
bung vom zweyten Grade; woran ich aber: ſehr zweiflo. 
BR Der hat werden ſich die Wurzeln der Sleichung für's 


Bub ſolaende zehn Geoͤßer vorſtellen laſſen/ welche alle 


Merthevon (a! — z")2:enthälten, welche aus: Werwechles 
dung dev ſechs Wurzeln x’, x“, »*','c. entfprtngenfönnen ; 
ME + SE, Ep <ddns 26 or GE x 220; 3 2 5 0 —A u 
.. (x + x’ +: ger PTR 4)! 5 | 
2..." OR nt nn — æ- zz 
en We a — x - . 
3ER UN ER a —- 
WE da at ja 
.& T xv’ + x „2 xv — x — x )2 
a Fr x'v F x”. — x — x — E 
(az F xv * ze Ja x — oz — xvya “ 
\ „@ ‘Fr 2” ? a — x". — x“ — xVy. | ü 
mine man aber am, daß die Heyden Zuftoven unſerer 
leiun auf folgende Wet vorgeſtellt werden 
EEE TI Hi — k 
re 192 Fi — Km 
fo muB. f gleich fen. der Gumme von fünf Ber obigen Größen, 
EN . En £ 





- 


/ 


a52 10m den Sreitungen. ae 


F aber, der Gusme der aͤteigen Hlinfe: pen damie- die. 
Eoefxienter Feine hihesen Morreheichen ale von dem sıOtwe 


dten Grade enthalten, fo muͤſſen fie die Quvgobr eder ici· 
dung gem jwepten Grade « von folgenden Zoran kon 
72 — My * N=a 


woMund N calonate’Funftionen der Cefficienten m, 1.2 p, 





x. der gegebenen Gleichung Tepn mälfen; man if Me . 


Tre und Na fl; To dah fomohl die Summe als das 
Produkt der bepden Größen € und E votionale Zunftionen 


ae va n:pu06s:000D Folglhik feld Aanftinnen Den utzela 


sr, fen waffen, deren Werch ungeintert. bieitn, 


wie sion anch die Wurpaka terfegen mag. Dieſe Debiugum 


. aber kann nun zwat fahr: wohl ih Ahſicht den CuinınaE t-f 
Host finden, denn Dice it die Sainrie aller zehn etigen Bd 
ben; aber mit de Produft LE: hat es eine andere: Bewand⸗ 
niß: dom man. ann fich leicht uͤberzeugen, daß tocnd man 
die Summe: der obigen zebn Wurgeln, auf irgend eine Art 
in zwey Vartialſummen. jeda von fünf Wurzein theilet, das 
VProdukt dieſer zwen Summen, auf feinen Fall die Eigen 
ſchaft haben wird, daß es ungeändert bliebe, nat man auch 
kuͤr wereg — ie Ren NE Kur a, 
machte.- * 


Man konnte aber einwenden. deß es dielleiot uicht 
nothwendig fen. daß die deyden Gröfen Fund, f Wurzeln 
"einer eingigen Gleichung vom zweyten Grade ſehn müßten, 
ſondern daß die eine von einer, die andere von einer andern 
Gleichung abhangen koͤnnte: allein folgendes wird hinrei⸗ 
chend ſeyn dieſen Einwurf zu eutfräften.. Nimmt man ak 
daßs F.byusch folgende Sleichung vom gweyten Grade bes 
ſtimmt fen 5% —AMf NXO, fo wird von den beyden 
Warjein dieſer Bleigung,  mehbteendig jede der Summe 
e von 


— 





* 
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JRR ‚obigen rigen gleich fen; und wena man 


Dteſe Summen abdivet,. fa werben ſie eine Groͤße M geben 
wwiiuſſen, welche die Eigenſchaft hat, daß fie bey allen moͤq⸗ 
dicken Verwechſelungen der Wurzeln x’, x", x’. 2c unners 
„Andert bleibt; - und Diefeh woͤrde nicht fast finden, wofern 
icht wenigſtens die-benden Summen han welchen wir reden 
alle zchn obigen Größen enthielten: wenn demnach die ginge 


‚die Summe von fünfen der obigen Größen if, fo muß die ana 


‚dere‘ bie Summe der fünf ideen fepn. “ua 
BT Pe Mn. +. ee | 


. —— 
Dinner pin. Zune 


< 


Befituß der Gisferigen Bemerkungen, hebt einigen 


‚Algemeinen, Ahzmerkungen uͤber die Umforiung ber 
Steichungen, und.über ihre. Reduction auf einten 
niedrigern Grad. 


.r 
—8 


86. 


Ant Der. bisher vergetragenen-inalgfe Der vecteßmhen 
xöpfennten Methoden zur Auftbfugg der Steihungen, wie 
min erfeljen:tyehen, daß ſie ſich ſamtich auf ein einziges all⸗ 

gemeines Princip reducipen, nemlich auf Die Erfindupg ſol⸗ 
ber Funktionen von den Wurzela der gegebenen Gleichung. 
"daß i) die Gteichung, oder die Bilekhinigen durch make fie 
‘gegeben werden, d. h. deren Wurzeln fie-find (der die @teke 
"Hungen wwelche wir Überhaupt die redneirten nennen) son 
“einem niedeigern Brad als die gegebene Gleichung, oder doch 
An andere Gteihungen ven dinem njedrigern Erade auftbe⸗ 


3 


"bar Teon. 2): Daß mar. vermittelſt der felben dieWethed der 


geſuchten Burj leicht finden tonne. —— 


⸗ 


L Bon bei Orihunan > 


“ Die Kunft, die Sieichuagen aufzuldfen, biſreher demna⸗ 
in der Erfindung Hicher Funktionen der Wurzeln, welche die 
eben erwaͤhnten Eigenſchaften haben. Aber iſt es wohl moͤg⸗ 
ich, Für Gleichungen von jedem Wtade, d. h. für jede will⸗ 
rraͤhrliche Anzahl von Wurzelin, jederzeit dergleichen Zunks 
tionen zu finden? Es ſcheint aͤußerſt bower über dieſe Arase 
‚im Augemelnen abzuſprechen. | 
Was diejenigen Gleichungen herrift, welche den vierten 
Grad nicht uͤberſteigen, fo koͤnnen vielleicht‘ die einfächften 
Funktionen, die zu ihrer Auflöfung führen, durch folgende 


allgemeine Formel vengeſtelit werden rg 


J x * vx t gx"f +} 7 —ı x 
in welcher .z gu ‚zu, x. 2 die Burjeln der "gegebenen 
Gleichung an die wir von dem Grade 4 aniebinen; y aber 
in legend eine Bund der Gleichung u | 
— — 
nur nicht die Einheit: d. b. 7 iſt irgend eine Burg der 
Seiguns N 
j a ra. ya ya yıma 
ia alles folgt aus dem was wir In den. beyden erfien Ws 
| ſchnitten, bey der Aufloͤſung Ber Veichunsenr von dem zten 
und aten Grade vorgeiragen haben. 


eb: die Bleihungen vom zweyten Grade betrift, die 
bileher bey. Seite geſetzt haben, fü iſt es ‚augenfcheinlich, 
Daß fie. ſich eben dem Drigcip, unterordnen; denn frgt man 
e = 2, fo-crhält man-die Syuftfon x’ } yz”, und die Glei⸗ 
bung yTıe=o giebt y==— ı, dadurch verwandelt fi 
Pie ehige-Knftign in x’ — x“, d. i in die Differenz der Wur⸗ 
zeln. Es befichet "aber die Vunß Gleichungen vom zweyten 
| ‚Rrade aufguldfen bi bios darin, daß man daß zweyte Glied auf 
Bull 
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Daulu bringe, und auf dieſe Aet eine reducirte Gleichung er⸗ 


halte welche nichts als das Quadrat der ugbefanngen Groͤße 


‚enthalte, und daher durch die bloße Außziehüng einer Qua⸗ 


. Drotipurzel auflöshar fey. Da nun die Wegſchaffung ded 
. zioepten Gliedes in jeder Gleichung erfordert, daß man die , 


f 


Wurzeln, im den mit dem entgegengefegten Zeichen geſchrie⸗ 
benen und durch den Erpönenten ber Steihung dipßdirten _ 
Goefficienten dieſes Gliedes, d. h. um die Summe aller Wur⸗ 
zein, dividiret durch ihre Anzahl, verminderes fo folgt, daß 
die reducirte Gleichung für den zwebten Grad zu Wurzeln 
haben wird, die Differen; der Wurzeln der gegebenen Glei⸗ 
unz, dividiret durch 25 oder vielmehr dieſe Differenz el; 
vorausgefegt daß man die Wurzeln, der. reducirten Gleichung 
in dem Verhäftniß -ı : 2. Bergrößere, weiches in: der Ratus 
biefer Sleidung nichts ändert. 5 


.&s ſcheine doeher de Konnte man duch Iaduction 
oliehen daR jede Gleichung von jedem Grade, vermitteiſt 
einer reducirten Sleichung aufldobar fen, deren Wurzeln 


duch eden die Formel 
BEE 7. r 027 202 2 Gse 
eogehelt werden. on — 


"ein ai dem 1008 pie in dein vorigen Abſchante ru 
Gelegenheit der Methoden von- Euler und Bezom, meihe 
aaradezm anf- einerfey reducirte Steihungen führen, gerigh _ 
haben, wird man, wie es ſchejmt· ſich überzeugen kdunen, 
daß dieſer Schluß vom fünften Grade an, nicht! mehr zu⸗ 
trifr; und es foigt hieraus, daßdie aſgebeaiſche Aufldſung 
der hiheren Gleichungen, wafern fie. nicht unnoglich If, np . 
gewiſſen Junktionen ααν nel. die vom _ 
Da aber RÄORDERR.  ie nt. 

nuſ. or ur Ey} 


\ 


s 


87. 


Da wir bis jetzt dieſe Gattung von unktionen blos a 
poſteriori, nach den befannten Aufldfungsmerhoden der Glei⸗ 
chungen geſuchet haben: fo iſt es nörhig nunmehr ,zu unter - 
. füge‘, wie ‚man es anfangen müßte, dieſelben a priori zu 


finden, ohne etwas anders vorauszufegen, als das wos un 
mittelbär aus der Natur der Gleichungen folget: und Dies 


456 ne Gleichuagen. ed 


CH 
U 


iſt der Gegenftand mit‘ welchem ich mich daupiſachlich in Vi 


fem Abſchniti deſchafrigen werde. 


.. 
e 
* 4 


Ich werde zuerſt directe und allgemein Regeln anges 
Sen, um den Grad und die Natur derjenigen Gleichung zu 
beſtimmen, von welcher irgend eine gegebene Funktion der 
Wurzeln einer gegebenen Gleichung abthaͤngen muß. Zwar 
haben ſich ſchon geſchickte Geomerer mit dieſer Materie bes 
ſcaͤftiget; ich glaube aber, daß fie ſich vielleicht auf eine 
mehr directe und allgemeine Art behandeln täer, befonders 


den dem Geſichtepunkt, den wir in Ruͤckſicht dee allgemeinen 


Huftdfung der Gleichungen gewoͤhlt daben. 


Ich werde ferner zeigin, ocibe Bebtagangen zur Auf⸗ 
kösbackeit einer Gleichung nothwendig find, Wenn man mide® 
weiter vorausſetzt als Die Moͤglichkeit ſolche Gleichungen aufs 
uldſen, weiche niedriger ſind, als die gegebene: und bey 
dieſer Gilegenheit, werde ich die eigentlichen Gründe, und 
fo zu ſagen, Die Metaphdſik von der auflbſung der Sleicham 
gen des dritten und vietteh Seodes seien. u 


Endlichwerde id kaiia von — derer Dich 


dhungen handeln, welche fi In andereseinfachere auflifen 


lauffen, weil unter ihren Wutzeln ein deſenderes Berpäimiß 
Pat ſindet; und ich werde in einigen Weyfebthen zeigen, wit 


’ 
\ 
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man Rick Nerhaͤltniſſe ontdeiden, und dadurch die vorgeleg⸗ 
ten Gleichungen auf niedrigere Srade bringen Tann, 

rn — Fe B8. — 
7 Wie werden bier Feine andere als rationale Funktionen 
MW Betrachtung ziehen, und wir wollen diefeiben ‚dlgemein 
wit dem Beitgen 1 bereichnen J 


So fit R: :6) iegend eine rationale —* von x das 
zeitdnen; Fr.ccy) irgend eine rationale Funktion don x und 

yo) eine eben Miss Bankrion von x, y, 3, und 
dergl. mehr... on 


"Wenn ih einer gegebenen Fenftion Fa ), die Grdhe 
yz=x, ſo daß daraus eine dloße Funftion. von x entfpringt, 
fo wollen wir, anftatt dieſe Funktion duch 1: (Jo) zu be⸗ 
zeichnen, fü e zur Abkuͤrzung durch f: X)2 Andeuten: chen 


fo, wem in det gegebenen Funktion Ft Kly)@), die Ordfe . 


yx gelegt wird, fo werden tie die daraus entfichende 

Sunftion von x und 2, durch F} (x)2«2) angeigen, und wäre, 

zugleich xy, ſo erhält man bios eine Gunttion don. 
* ynd. wir begeichmen dieſelde durch fa... 


Hätte man ferner eine Funktion von x und y welde 
3. B. ſo deſchaffen waͤre, duß ſie unverandert bllebe, wenn x 
und y verwechſelt werden, d. h. eine Funkrion Td (adiy) von. 
ſolcher Befchaffenheit daß Ex CRD. =: yD, je. win 
wit diefe Bios durch Fr Gum), anielggt. Ehen ſo wird 
£: (x, y,2) eine folge Funktion don x, y und 2 Apgeigen, | 
welch unverändert bleiig, wi⸗ man. auch 2,5 Yd..2 vers 
we dſtie mag · ¶ Ge With fernse, Fi 5x, YA). eine folhe.xäs 
tionale Funktivn von x, y und * anzeigen, welche unveraͤn⸗ 
ve dert 


\ 
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dert bleibt, wenn man x und y verwechſelt, z aber in feinen 
. "Stellen unverändert. laͤſet, u. dal m. 
Hätte man aber eine Funftion. von x, y,2 und u von 
folder Befchaffenheit, daß fie unverändert.bfeidt, wenn man 
zu gleicher Zeit'x mit z,, und y mit u verwechfelt,. fo werden 
wir Diefelbe durch f:( —R ER); wenn aber diefe Funk⸗ 
tion auch alsdenn unverändert bleibt, wenn man blos x mit 
y, oder z mit u verwechſelt ſo werden wir. fie mit 
fit(a, y), @, u) bezeichnen. | | 
Endlich, wenn man’ mehrere Funktidnen von einerleg 
Größen Hat, ſo wollen wir diejenigen gleichartige Funktio⸗ 
nen nennen; welche fich zugleich Ändern, oder’ wngeändert 
bleiben, wenn man einerley Verwechſelungen unter den 
Groͤßen machet, aus welchen fie zuſainmengeſetzt find, fo 
dag man fje auf ähnliche Art begeiönen kann. Wenn man 
älfo die Zeichen f und’E braucht, um verſchiedene Funktio⸗ 
nen zu bezeichnen, fo werden die Funktionen £: (x(y) und 
»:x)(y), desgleichen die Funktionen F: (a m und 1) 
dleichactig ſeyn. 
J— 8. nn 
Wir wollen wie im vorigen Abſchnitt. annehihen, dos 
bie gegebene Gleiſduns allgemein, duch 
EEE Te a2. re par 34 wo. 
vorgeftellt, werke, :unb DaB Ihre. Wurzeln, ‚deren umeh 
fepn muß, x’, x", x, zei), fepn. - 
VDermdge der- Natur der Vleichungen iſt atſo J 
nt zw” + xc⸗⸗ + gun 7 X. » 
Na 2 0 022 0 202 22702 0272 9— 
pr Re gg > zig t Te‘ 


EEE va 
\ 
| us 
% x . 


\ 
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6 faut in die Augen, daß dieſe Funktienen von x’, Por ' 
m x'v, ıc. durch welche die Sröße —m,n, — p, ꝛc. aut: - 


gedeüdt werden, alle nothmwendig von der Foͤrm 
- nf: (x, x", x", xr, ꝛc.) 


d 


and, und ſie werden demnach alle gleichartig ſeyn, weißes 


aine Daupteigenſchaft der Gleichungen iſt. 


. 


' r 
, . ‘ 4 . oo + 
‘ . en 4, . . nf 
N ” 
. 


Dieſes vorausgeſetzt, fo wollen wir, um mit dem ein⸗ 


fachſten Fall anzufangen, annehmen, daß die gegebene Gleit⸗ 


Kung vom zweyten Grade fen, und daß man die Gleichung 


‚verlange, durch welche die Kunftion f: IE) beſtimmt 


weoerden wird, 


Ich feget= R: 2) fo daft dien anbefannte Größe 


Der gefuchten Gleichung ift; und da x‘ und x’ beyde duch 
eine und diefelbe Gleichung x2 + mx * n = 0 beſtimmt 
werden, fo ſchreibe ih um mehrerer. Allgemeinheit willen x 


ſtait x‘, und y fatt y" At dieſe Art erhalte ich Die Glei⸗ 


chung 
t — fr ae =o 


aus 8 weicher man x und y, durch die beyden Steigungen 


xtmtfn=o | 
yimta=o 
wesföfen m. we 


' pet: aHP=X Mar wird up at, 


aus ber. Gleichung X = o mittelft der Gleichung x2 F ıx- 
j.n = 0. wegfhafen muͤſſen. Hierduch hält man-eine: 


Gleihung, welche ich mit X == o bezeichnen werde, und in 


welcher Y'eine rationale Funktion der Groͤßen t, m, n undy: 


feyn wird. Alsdenn ſchaft man aus dieſer lettern Gleichung 


J weg, vermittelt Des andern Gleſchung 72 + my Fa =, | 


- ” 


4 Sf | ‘fo 


a0. 1. Von ben Gleichungen. 
ſo erhaͤt man- die Enbgleichung T'==o, 'workt-T ein® ra⸗ 
tienale Funktion von t, m und n ſeyn wird. 


Nun find x’ und x” die Wurzeln der Gleichung x2 + 
mx In=o, Wenn man daher die Werthe von X, welche 
aus der Subftitution don x’ und x” ſtatt x entipringen, X’, 


5 ‚x nennt, ſo iſt (vermöge deſſen was Nr. 13. im erſten Ab⸗ 


ſchnitte erwieſen worden XXꝛ.XX“. Nun find x’ und x” 


au die Wurzeln der Gleichung y? Fıry. fn==0; nennt 
man.alfo die Werte von Y — aus der Subkitutton von 
x und x” Batt x enfpringen * und ‚® iß eben ® 


2 8.... 


Es iſt aber | J 
on | —E 

0. Xtme— fra) 

Br | Älglih _ 
| FEED na Ed, 
J dadher 
'vV= FR) RE “(am x). 

\ v-_ =ut—f: HN) ne — f: oe) 
| man erhaͤlt alſo 

* = (Era Vrle— f: a) 

2 (de fi 2) x fi (. 


| Betrachtet man aber Die Funktion 4: (x)2 vnd fepet 


0 gfiaja ch; ſo wird man, wenn ⁊ aus der Gleichung 


&== 0,-duch die Gleichung x2 P imx’} a == o tliminitet 
wird, eine &leiihang 3 0 erhalten, Woris d eint ratichale 


- Zunktion.vom t, und von in, n, ſeyn wird. Bezeichnet man: 


nun durchS und-F” die Werthe von d, welche ans der Sub⸗ 


ſtuitvtion von x’ und.x", Au x eniſpringen ſo bat man 
58*. 


Es 





“ j j N 


—Vv 
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Es in aber — 
Fer frle)a- 
BE — fi). 
folglich “ J 
* (r — r: a») «t—f: (153); 
Segen wir nun 
‘“_l- fi (x%Xx) ” F — 5: (xx) 


- fo wird T=6$; und Folglich em da nun T md & 


rationale Funktidnen von t m undn find, fo wird offenbar 
.. eine sationale Funktion von 2 m und n ſeyn. 


Demnach wird die Gleichung —— in die bebden 
yo ==0o,und 8 = .o jerfället werden fönnen; und da die 
‚erite von ihnen den Werth von fi (x)2 giebt, fo folgt, daß 
Die Beſtimmung der gegebenen‘ Funktion X —A bios” 
Bon der zwehten Gleichung = o abhängen wird, 


Um alſo die Gleichung 0 = ao, welde une Problem 
aufloͤſet, zu finden, if weitet nichts ndihig, als aus den 
Gleichungen | 

‚it-iß: Xy) = a; - N 
x . r— fii(2)2. =o | . .. 
die unbekannten Gtößen x md y zu⸗ ain aieen ver 
der Gleichungen DE re —— .8 
x2}+. mx} n=0o 
. y@fmyfon=o' 
und wenn man die hieraus entfpeingenden Steliungen din 


T\ 
T Soundo bei pain 9=— 


% ... 
Ps « 
“ 


[2 
“ sta — ou 


N 


Mh 10m ben Gleichungen. 
,‚ g1. 

Aus dem Ausdeurk für © erfichet man, ap die Glei⸗ 
dung @=0, weiche zur Beftimmung der Funktion f: (xx) 
dienet, vom zweyten Grade if, und daß ihre Wurzeln 
. E: (xy und £: (x“Xx) find. Und in der That, Da die 
- Wurzeln x’, x, duch eine einzige Gleichung x F mx + 
n == 0 beftimmt find, fo ift offenbar, daß die beyden Funk⸗ 
- tionen £: (xx) und £: (x)(a”) die blos darin verfchieden 

find, daß die Wurgeln x’, x in ihnen verwechſelt find, Wur⸗ 
zeln einer einigen Gleichung feyn muſſen. | 


Wire die Funktion F: (x)(x”) von der Form £ , zT), 
fo daß £: (xx) = fi Xx) wäre (Ne. 88.), fo hätte 
man&õ * (t — f: (x, xy; folglich wuͤrde ſich die Glei⸗ 
dung o00, blos in t — fr (x‘, x0 verwandeln, und 
hieraus ergiebt ſich daß für diefen Fall die gefuchte Funktion 
blos durch eine Gleichung vom erfien Grade beftimmt fepn 
wird; fie wird alfo durch einen rationalen Ausdruck von m’ 
und n gegeben werden. | 

W 9% . \ 

8 ſey nunmehr die Gleichung zu finden, durch welche 
bie Funktion £ : (x’Xx)Cx”) bekimmt werden muß, voraus⸗ 
geſetzt, daß x’, x’, x’ Die Wurzeln der cubifchen Gleichung. 
Ks tma2 ins hpeofn. U 


WMan nehme wie im vorigen t für die unbefannte Größe 
der geſuchten Gleichung, und ſetze x, y, z für die Wurde 
x, x", x, fo hat man die Gleihung 
te Fi@JOURmO .. 
aus welcher. man z, y und = durch die drey Gleihungen - 
B00 — 7 | fr 





zuerſt x auß der Gleichung X *20 vermittelſt der Gleichung J 


\ 


f - - [4 
" J r 
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xs tm tonxtp=o 

y?’Tmy? Darts = | 
tm tatpe | 
eliminisen muß. Bu 


Fr ſey e—f: (x) —* =X. liminiret man nun 


1 x 


für x, fo erhält men eine zweyte Gleichung, welche ich durch 


= 0 vorftelle, und worin X eine rationale Funktion bon 
%y2 ‚und von den Coefficienten m,n, p ſehn wird. Elimi⸗ 


niret man nun x aus der Gleichung Y'= d, vermittelſt der 


| Sleichung für y, fo erhält man eine dritte Gleichung welche. 


ich durch Z = o vorſtelle, und, worin Z eine rationale Funk⸗ 
tion von t, z, und von den Koefficienten m, n, p ſeyn wird. 


| Eliminiret man endlich z aus dieſer Gleichung 2*0, ver⸗ 


wmitteiſt der Gleichung fuͤr 3, fo erhaͤſt man die legte Glei⸗ 


chung / welche man durch T == o.vorfellen kann, und worin 


Tseine rationale Funktion von t, m, n, p fepn wird, 


» . —8 
- “ 
. « % 


Es find aber x’, x”, x’AÄdie Wurzeln, der Gleichung fuͤr 


x, Wenn man demnach durch X, X; X" die Werthe von. 
X: bejeichnet,, weiche aus der Subſtikution dieſer Wurzeln 
für x entſpringen, fo iſt nah Nr.ı3. Y= XIX". &6 
find aber x/,,x”, x’ auch. die Wurzeln der Gleichung für J. 


Wenn man demnach durch Y’, Y“, X die Werthe von y bes 


2 1 zeichnet, welche auß der Subflitution don x4 x", x” füry 


entfpeingen, ſo iſt aus eben dem Grunde Z= Y’Y"Y", 


3, und wenn man alſo die Werlhe von 2, welche aus der 
Subritutign dieſer Werthe für'z entfpringen, 2,2", zu 


‚ nennt; fo erhält man azuzu | 
m * | | 83 | &: 


\ 


r — 


| Endlich ſind x x, x quch die Wurzeln der Gleichung für 





N 


L BSon den Sieden, u 


Es if aber offenbar, daß Ar 
1  =mt—ft EEE 
. X mr— ff: in) 
x mt — ff: AK NyIT). 
\ Daher iſt | 


b; 


‘ 


vun 


x 


En 0 ODE ONGEER — 


Folglich erhält man 
z(tmf: AED € [69) @ (z)) 
ml ae). 
(mf: LCDTe DICH EC f: (8 8") (z)) 

x (KR RNE) | 


yu; = (em Ei (xx) 3 (t — f: — E 


4 (t — f: (x, KUN), 
Daher N 


2 = (t — 63 CUEDTO)E HET —E 


3.. 


F 
vu 


KK Fr a) (RC) 


Mltm fr ar vi Ei Ei2nu 2 ENT) 


Hl f: (x!)2. (z)) m “ —f; av (2) 


. wie — fi a") (8, Br Be 


N: 


EEE E Demnach . 
=> (Lt fl RUE) 8 fi —E— 
—EE 


er Ku) a2) ELLE) 


— er RD) — fi a2 “ 
nee fr REN). m u. 


‘ zu = (t- f: (x 1) (xı1)2) a (t fi —E— 


na—f RE DIEUDIE DIE (8 — E23 (a a)(aN) 
nl Era) ld Fi (alas) 


alt ft: (22) n F — —9 


nt—f; a u 
Eu ZU m 
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zu > {t — 6: (NEN) (€ —f: CuXe Dr) we 
» (kt f: KK); —R& 
2 (. — CR RR )a le fr —XRX& 
(23 (KU) m (ee fi aın)a wm 
(lt Ei: (HR). 
- Endlich wenn. man dieſe ey. Größen Ile, zur 7 
Fürzung aber ſetzet 


: KEN) we: Lee) | 


le Fi RR) Er ROLE) 
RE FE RER) m (Fr —& 
: -f 
lee 3), Ä 
male f:ıldaal)) weite: (xiN2 (x) 
ont — fi une) left (a2 (x) 
nl ki ana), ale Pr (a2 (Ku) 
S=(t—kılalal)2) MLe—F: (xt) (208) 
nl — Fi (Agama) m le fr (x) (a2) 
n(t — f: RUE?) mle—f: (2%) (2) 
HSalt- RER [la 
“ton „lt ru f —E (—f: (x) (xt NKr)) 
nf: (RU NERRN) - f: EN 
fo erhält man T2 84319233. 


\ Nun bemerke ib, daß, wenn man € _ £:(&)3 = 
" feget, und x Dusch Huͤlfe der Gleihung für x, 23 Tmx2 * 


ntp=o eliminicet, man wie unter deu vorigen ir. die 
Endgleihung 3 == o finden wird, ſo daß 8 nothwendig eine - 
rationale Funktion non t, und von ben Lockiclenten m, n, 


p ſeyn wird. 


Aus eben den Gruͤnden wird, wenn t — fe (xꝛ.x5) zo 
* und dann x wid y eines nach dem andern durch die 
| ‚5 4 Glei⸗ 


\ 


Ä 


456 1. Von den Gleichungen. 


| Steigungen für.x und y; nemlich x3 }mx2 + nxfp==o, 


md y3 Fmy2 +oytp=o, eliminiret wird‘, die Ends 
gleichung, welche man erhält 391 = o fenn; worin alfo die 
Größe 337 eine rationale Funktion von t, m,n,p feyn wird; 


und da % eine eben folche Funktion war, ſo folgt, daß auch | 


4 eine retionale Zunftion vont,m,n,p fepn werde, 


Setzt man auf eben die Art t — fi (= ound 
eliminicet x und y ducch die nemlichen Gleichungen, ſo iſt die 
—— welche man findet 452 * *0, worin alſo die 

roͤße $$2, und folglich auch die Größe 92 eine tationale 
Bunftion von t, m, n, p feyn wird. | 


. Seht man endlich e- —f: — =o, , und elimini⸗ 
man eben ſo x und y, fo findet. man die Endgleichung 
993 = 0; fo daß die Groͤße 933, um folglich auch 33 eine 
rationale "Zunftion von t, m, n, p ſeyn wird. | 


i Da alfo jede der Größen 3 2, 82, 33 eine rationale 
Kunftion von t, und von den Coeffitienten m, n, p ift, fo 

. folgt, daß die Gleichung T = 0, oder E91 4293.—.qin 
folgende Sfeichungen:auflösbar ſeyn wid 0; 2103 
A705 937 =0; a=o: demnach muß auch © eine ra⸗ 
fionale Funktion von t, m, n, P: ſeyn. 


es iſt aber leicht zu uͤberſehen, daß die Gleichungen 
220, 2i = o, $2=o, 33=o mit unſerer Aufgabe 
gar nicht in Verbindung ftehen, d. h. daß fie zu der Beſtim⸗ 
müng der Zunftion £ 2 (x')Cx’)Cx) nichts beytragen; denn 


aus den Ausdrücken für 3, 21, 92, 33 fällt es in Die Augen, 


"daß fie als Funktionen von x‘, x’, x’, von einer ganz ans 


bern Korm find, als die gegebene Funktion. Es bleibt alfo 


ud bie, Gleichung o o übrig, wache folelich alle Wäre 


at 
Po deln 
* 


| 2. Fortſ d. Bem. uͤb. die alg. Aufl. d. Gleichungen. 467. 
zeln enthalten wird, die wir zur Yufiöfang unfere Deöbtemd 
brauchen, 


F 
RG A 


93 on 


Um nım disk Gleichung e=oyw finden, ſe Wi. 


abi 4 aus den fünf ®eichungen p 
| Ey 22310) EZ u 
am f:(22Xy) => © 
t— fi: {ya =0o 
| 1 — f: (XyX:) = 0 
i t— f: ()3 .=o. 
bie unbefannten Größen x, y, z vermittelft der Slacunten 
x Smxↄ nx PPO 
y„trm2tnyfp=o 
23 1m2tnzfp=o. “ “ 
zu eliminieen; und wenn man die hieraus entfpringenden 


Endgleichungen mit T= o, Tı=o, nr=0oß=o 
und Ho bezeichnet, fo erhält man Tı=9s1, T27=992, J 


3= = 947, und T= osatiaasz- kolglich 


8*77 — 
urdrigen⸗ wir dieſe Methode in: der Anweidens 


— 
€ 


ferft weitläuftig und verdrieflich feyn, und died immer mehr, 
je hoͤher Die gegebene Gleichung iſt. Ich habe fie auch blͤß 
deswegen vorgetragen, weil fie zeigt, wie man Die. Natutr 
der Bleihung © = o auf eine ganz directe und bon allen 


J fremden Betrachtungen unabbängige ar, unterfuchen konne. 
94 


— — bten 


I 


Aus dem oben 2 Nr. 92. für o ‚gegebenen Kusden ik es | 
— *2** daß die reducirte Gleichung o =amm . 


⁊ 


4% . I. Von den Gleichungen. I 


6ten. Srade ſeyn, und folgende Funktionen u Wurzeln ha 
ben wird, 

LER") €: IRRE), Fi" Nee) 

El Re), €: (RE), Er CR NCK KEN) 
woelche afle gleichartig ſind, und auseinander Durch die bloße 
Verwechſelung der Größen x’, 2", x”. enfbringem. . Und da 
dieſe Größen: ſaͤmtlich auf gleiche Art. durch Die Gleichung 
.x3 pmx2 Fax Kp==o, deren Wurzeln fle vorſtelſen, be 
ftimmt find; fo fällt unmittelbar. in die Augen, Daß jede 
Gleichung, die den Werth ingend einer Funktion Diefer Groͤ⸗ 
hen ausdrückt, zugkeich auf: gleiche Art alle uͤbrige Zunktios 
nen geben muͤſſe, die aus allen möglichen Verwechſelungen 
dieſer Größen entſpriggen. Dielen Sag. if offenbar fo ebi⸗ 
bent, daß, er Feines weiteren Beweiſes bedarf aber nicht 
ganz fa enident ift es, wie ich, glaube, Daß Die Gleichung ven 
der wir reden, ‚nicht auch noch andere Wurzeln enthalten 
koͤnnte, ald die welche aus den Verwechſelungen der Wurzel 
der gegebenen Gleichung entſpringen; dies heiße, daß, wenn 
man dieſe Gleichung als ein Produkt aus den einfachen dek⸗ 
toren &— Fi ( x Xxxvuq, Ki G)NMανα] i. betra⸗ 
‚tet, jeder ihrer Coefficienten jederzeit durch eine rationale 
Funktion der Coeffichenten m, n, ıc. ber gegehenen Gleichug 
ausgedruͤckt werden Phnne,. Hieräber läßt oben unfere De⸗ 
monfration Feinen Zmeifeh; denn wir haben gefehlt, daß die 
Gehe. ©, weiche Diefem Peodufte gleich iſt, nothwendig eim 
oe Benin von t, m,n, ıc. fen muůͤſſe. 


Hr 

Wäre die gegebene Bleihung von einem höheren Grade 
ſo daß fie vier oder mehr. Warzeln x’, x", x, x'r, ıc. hätte, 
fe wird wen bie Bteidung @ c=.o, duea Wwchbe Die Bunt 
* X NER? were, beſchumt witd, oe 


x 


dubt von nf pielen einfachen Faftoren folgender. gorm 
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finden koͤnnen, und man. fiehet, daß die Gräfe ©, ein, z Meg 
. 5. 
4 — f: (x!) («") KIN). | 
t—f: —R erh Kin .o.. Zn 


fi — (ya)... EEE 


en — N in a. en 
u 175 1 
fenn werde, als viele Werkgwigeni. unter der Berker x⸗ 
> DE x, re moglich find, A demnacih Vie gegebene 
Sleichung von dam Grade 1, ‘fo wird die Anzahl der ein⸗ 
fachen Kaftoren von a, alſo auch die Unzahl der Kilunzelm 
der Gleichung ao, gleich ſeyn 1.2. 3...3 denn dies 


iſt die Anzahl dee unter ». Dingen möglichen: Verſetzungen. 


und die Wuͤrzeln dieſer Gleichung werden die verſch lebenen 
Funktionen fegn, in melde fi! die gegebene. Funktion 
“ CO DW durch die Verſetungen der Runen 

Ka verwandein tann. er 
Um aber alle, dieſe Zunftionen nach den Reihe, und. 
ohne eine airtzulaflen, zu finden, verwechsle man zuerſt in 
der gegebenen Manktion x mit xt, und umgekehrt, ſo er⸗ 
Hält man zwey Funktionen: dann verwechſele man nach und 
nach in dieſen dedden Funktionen x! mit. x’, und mit x''; 
fo erhält man ſechs Aunftionen: dann verwechſele man im 
dieſen ſechs Funktionen mach und nach x mit x‘, mit’, 
mit x; ſo erhält man vier und zwanzig Sunftiönen :. und 
ſo nach der Reihe weiter, di fie  Mürgeln u x*; zu, rd 
erſodyft fi find. 


>. IRB. gont hieraus gar ie DaB Die Mngaht den 


verſchiedenen Funktionen, neh den Prohuften der natünlis 
et. Hm 


\ 


. x ⸗ 8 


— 
bo 


\ 


— 


| 470.” i. Von ven Gietchungen. 


chen Zehlenreihe 1, 1. * i. 2. 12. 34 . 42.345. .. 
wachſen wied; | | 


Hat man alte diefe Runktjonep., fo Bat mgn die Wurs 


“ der Gleichung o 0 und ſtellt man iefelbe durch - 


_ MT NT 2 734 =o 
vor, P iſt ⸗ — 1. 2. 3...43 und der Coefficient M wird 
gleich ſeyn, dar Summe aller gefundenen Funktionen, dee 
Coefficient N, der Summe aller Produfte von. je zwey Kun 
tionen; ' der Coefficient P, die Summe aller. produßte v von. 
je deep ſeicher Kunktionen; u. ß 3 


und da wir oben bewieſen Haben, dof der Ausdeud 


fire nothwendig sine kationgle Sunftion von t.- und von 


. den Eoefficienten m, n.P, ⁊c. der, gegebenen Gleichung, ſeyn 


muß, fo folgt, daß die Groͤßen M, N, B, ıc. eben fo nothwen⸗ 
dig rationafe Funktionen von mn, pi zc. ſeyn werden, wel⸗ 


che man directe finden kann, wie bie dieſes im vorigen Ab⸗ = 
ſchniite wieftich gethan haben: Man vergleiche hieräber, 


außer dem. ſchon angefuͤhrten Werk von Cramer, noch Wa⸗ 
rings Meditationes algebraicae, tin, Werk, welches die vor⸗ 


Arne 


treflihſien Unterſuchungen vg die —— enthaͤn. 


re * 38 
* ” * .3 . 


"or 
.” Obgleich die Sleihung e=o im ogemeinen. von dem 
Grade 1.2.3... = c(welches die. Zahl. aller möglichen 
Berfegungen ‚dee « Wurgeht..x4 xi, x, ıc. if), ſeyn muß, - 
fo kann es fi dad) treffen, daß die gegebene Funktion von 
folder Beſchaffenheit iſt, daß ſie durch eine gewiſſe, oder 


durch gewiſſe Verwechſelungen dieſer Art, keine Aenderung 
Kidet, und-dann muß ſich unſere Gleichung notherendis auf 


einen niedrigern Grad beingen Kaffe. | 


r j 


Denk 





\ 


f: (AKKU KUN) . 


Denn wenn wir 4. B, annehmen, daf:die, Auktion 
Fi (ax)... von ſolcher Beſchaffenheit ſep, 


| daß ihr Werth, durch Verwandelung der Wurzeln x! in x, 


zuinxt, xiu in xq nicht berändert wird, ſo daß 
u fr ANKER) oo. 


fo iR äugenfäeinlich, daß die Stethung B=o wey gleiche 
Wurzeln haben wird; ich werde aber beweiſen, daß bey 


dieſer Voraueſetzung, auch unter den uͤbrigen Wurzeln img 
mer ge zweye gleich ſeyn werden. Man betrachte irgend eine 


‚andere Wurzel derſelben Gleichung, welche 3.8. durch die Funk⸗ 
tion £ 2 (UI )EdE) . .. vorgeftellt werden mag: da 
mm diefe Funktivn aus der Funktion f: EEE... 
entftehet, indem man z’.in x, xt in x, zu in x’ N ‚und 
‚xl in x’ verwandelt, fo folgt, da fie unnerändert denfels 


‚ben Wert Behalten. werde, denn man darin xun inxu,- 


zu in x’, und x’ in zu verwandelt; ſo daß 


2 (a CKU) LEN) un 7 f: (KEN KKÜN KEN .. r 4 u 


Pr wird, Demnach wird:in' diefem Kalle die Sroͤße © 
einem Quadrate 82 gleich ſeyn, und die Gleichung = s 


wird ſich all auf 0 seduicen, deren Dimenfin 2 _ 


fen wird. Zr 


Auf eben die Art lt es erweifen, dah wentdie Bunt 
inf: KR RN )RH). 6 vonfoiher Beſchaffereit If}, 
daß durch zwey, oder drep, oder mehr unterfchielne Ver⸗ 


wechſelungen der Wurzeln x’, x", x, zit, x. at Beh | 
nicht geändert wird, dab fi) alddenn unter da Wurzeln, .. 


der Gleichung © ca o, je dren, oder je vier, N geiche | Wur⸗ 
zeln finden werden; fo daß die Gräfe ©, einen. Cubus 33 


oder einem Biquadrat 9, ꝛc. glei ſeyn wie: . ‚dena = 


5 


x “. r B 


tr % \ 
\ 
J 2 
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⁊ 


- 


ra Won den Gleichungen. 


wird fit bie Sleicung — ö, uf o reduciten, deren 
dehe ==, Wer = =. S ir ſon mich | 


| —. Br . 
u ” dgmnaa die gegebene Funktion von der Sorm 


re x ST e Loc I 25 en 


.e 


welche —* di —— von x‘, und zieht gean⸗ 
dert wich, Nr. g8, fo werden unter allen Wurzeln der '&tets 
| &ung == o, immer zwey und zwey gleich ſeyn, ſo daß 


bieſe Gleichung auf den Grad nn = beaobgefe 
Yoteb. — el 
Woenn eben fo die Bunktion . + 


.. Laixn, > 12), (KUN), Fe 
ungehindert bleibt, mas man auch für Verſetzunden mit ben 
Deep Wurzeln x’, x, at mehren ma; ſo foiget, daß unter 
* Ren: Wurzeln der Gleichung © == 0, immet 1.2.3 und 1.2.3 
Wurjeln gleich ſeyn werden demnach kann hie auf den Brad 


142.3:..% 
as herabgeſetz werden. 


bie Funktion ne u, 
vo. u (x, bs Le 7 w/lN (gr). een 
welche beiden Verwechſelungen von x‘, und x", fo wie auch 
| don UL" 6777.) ‚ungeändert bleibt, twied’auf eine Gleichung 
‘= =o fühtn, unter deren Warzen immer Y:2.1.2 und 
4.2.1. leiche find; fie wird ſich alſo auf den Grad 


1.2. 23 
21. a Erablelen Jaffe. 1F Wine 
| "San 


’ 


} f no 7 In: 


”. Fonſ d. Bem. üb. die alg, Aufl b. Biehungen #3 


"Banz allgemein, wird. die &unftton 
er x, xl. ... ‚xWya@ tn, „(sra), wi, 
xt), aratı).; Yes. 
auf eine Bleihüng ® = d führen, worin die Site ® eine 
"Potenz von dem Erponenten 
1.2.3.0. IRRE UUE RAR NE sent 
ſeyn wird) ſo daß ſich dieſe Gleichung auf den Grad 


.1. 2. 3 e 4° “ Yy 0 2 En 
1. 2. I... Done on. 
wird teducieen‘ laſſen. 


Wan ſiehet hieraus, daß je Aunftion‘ von Ye gom 
. „3 (x, Hl 0.0 x), 
weid die Tigenſchaft hat, daß ſie der allen moͤglichen Ver⸗ 
wechſelungen der Wurjeln x’, x) xy x(@) unverändert | 


bieibt, blos don einka Sleidfung he dam &rabe 1: 1,2. 
=; aͤbhdngen wird; fo: daß ſſe ſich aigebraiſch —F Eitionaf 


durch die Coefflcienten m, n; p, ꝛc. dee gegebenen Gleichung 
muß beſtinimen laſſen. Bin Lehrſatz, den wir ſchon in den 
vorigen Abſchnitten, als durch ſich ſelbſt evident zum Grunde 
gelegt haben, deſſen ſtrenger Beweis aber von den hier ent⸗ 
wiceiten Sägen abhängt. | 


Auch läßt ſich aus den vorgetragenen Sahen ber. Su 
maden, daß wenn man irgend eing Funktion, welche von 
den Wurzeln *x, x, x, re nur “cn ent, ſo daß 
wan f & durch | 

Br Ba Ge —— —— — 
orten tat, aa, fnge ich, dieſe —E 
Steigung von dem Gtaͤde AR. S2.E SI 2ER fühten wirdz 

i 2 Eurer 
We denn 





4 


BE 


=o erhoben ſeyn. 


u 
474 1. Bon den Gleichungen. 
denn es iſt Aloe daß man dieſe Funktion ſo anfehen kann, 
als waͤre ſie von der gorm 

FE: (aa) RıN) er. KM RTN ot), . ze), 
vorausgeſetzt, was jederzeit frey ſtehet, daß die Wurzeln 


„an, OTD), ꝛe. x, jede mit einem Coefficienten 
= 09 multiplicet, oder zu der Votenz von dem Erbonent 


Demnach wird die Sunftion . 
fr (a, zuyxlt, zul, xv uooe „0 ‚ 
3 F I IL.2.3... 35 
gu einer Gleihung, von den Grad 2 2 


lahren, und eben ſo in aͤhnlichen Faͤllen. 


Und die Funktion 
f: ( x xt, zu 2. ” 


wird w einer Gleichung von dem Grad 


1.2. 3.. el). a) 


‘ I. 2.3. 1a Is 8°. 3. u. .? 
führen: Ze 

Mollte man demnach. allgemein die. Sleichung von dem. | 
Grade m, auf folgende Bleigung von dem niedrigern Grad 

2 reduciren 

J —E —— =o 
welche alle Wurzeln mit der gegebenen gemein Hat, d. h. 
deren Wurzeln x, x, x, x x(a) find, fo wird man vn⸗ 
vermeidlich auf eine Sleichung von dem Grd 





zz A N 
Bun Fommen, 


| 
> Fortſ.d. Be, aͤb.die alg. Aufl Sicithangen. X 


kommen, um jeden Eoefficienfen a, b, c, ec. zu befiamen: 
dDenn diefe Sorfficienten werden nothivendig von der Form 
f: (x, x, xt... „x 
: feyn, wie dies Nr. 89. gezeigt worden. Dies it ein ſchon ; 
tängf befannter Satz, der cber, wie es mir ſcheinet, noch | 
| nie ſcarf erwieſen worden. Bu 





Da nun, wenn ı« 5 Die Zabt 

. Kke— le 2)... B—rtı) 

nn "1.2.3... | | 

niemal® < „ feon kann, fo folgt, daß man.fich aus dieſer 
Art von Reduction für die allgemeine Aufiöfung des Biels 

ungen nichts perſprechen kann. | 


. 99. 
Out allen dem was wir ſo eben erwieſen dab, —* 
demnach allgemein: 1) daß alle gleichartigen Zunftiorien der 
Murzʒeln x, x’, x, ꝛc. einer Öleichung, nothwendig durch 
Sle ichungen vpn einem. Grad gegeben werden. 2) Daß die⸗ 
fer. Grad jederzeit gleich iſt der Zahl 122. 3.. 2 (mann, 
den Grad die gegebene Gleichung bezeichnet) oder. einen | 
fübmultiplum derfelben, 3) Um die einfachſte aeiduas Irre 0 
durch welche irgend eine Kunftion von x’, x“, x", ıc. bes 
ſtimmt werden muß, unmittelbar zu finden, iſt weitet nicht u 
noͤthig, als die verſchiedenen Werthe zu ſuchen, welche dieſe 
Funktion durch die ‚Vermechfelungen der G. dhen x’, x", x”, 
ꝛc. annchmen fann; dieſe Werthe fi nd alsyenn bie Wurzein 
‚ver geſuchten Gleichung, und man wird. vermittelft derfelben 
die Eoefficienten der gefuchten Glelchung, vermoͤge der ber 
Tannten, und in dieſer Adhandlung öfters gebrangten Ne 
thoden, beſtimmen koͤnnen. 


g 
® 108 
h » 
or \ . B 
» 
. 


- 


4 
+ 


a. 5 Won den Gleichunge. 


Sobaid man aber; entweder durch Auflbſung Ber Ted 


chung >$=o, oder auf andere Art, den Werth einer gege⸗ 


benen Zunftidn von x’, x”, x”, 2c. Sefunden hat, fd behaupte 


ich, daß mdn auch im &tande ſeyn werde ben Werth irgend 


einer andern Funktion eben derfelben Wurzeln zu finden, und 
war, allgemein genommen, durch eine blos lineare Gleis 
dung, gewiſſe beſondere Faͤlle ausgenommen, welche eine 


Gleichung vom zweyten oder dritien Grad erfordern. Died 
Problem ſcheint mir in dee Theorie der Gleichunden eine 


der wichtigſten zu ſeyn, und die Aufloͤſung deſſelben, welche 
wir ſogleich vortragen werden, wird ein neues Licht über die 
fen Theil der Algeber verbreiten. 


Wir werden anfänglich, um die Unterfuchung einface | 


. gu machen, annehmen, Daß did beyden vorgelegten Funkti⸗⸗ 
niem davon die kine einen bekannten, die andere einen unde⸗ 


kannten Werth bat, gleichartig find, in dem Sinne, wit 


wriir dieſen Ausdruck Dir. 88. erklaͤrt haben. Wir werden alb 


gemein; die erfte mit t, die andere mit % bezeichnen. Ger 
ner ſollen die Zeichen 11:1”, #', ic. tE) die verſchiedenen 


Werithè von t vorſtellen, welche aus allen moͤglichen Ver⸗ 


wechſelimgen der Wurzeln x’, x”, 2, de. entfpringen; und 


5 eben follen y7 3 3, ac y[®) die verfhiedenen Werthe 


ber Funktion y anzeigen, welche aus eben denſelden Berwerhs 
felungen entfpringen, dent da wir voraußfegen, daß die 


| Sunftierien x und y gleichärtig find, fo folgt, daß Bie Anzahl 


bei verſchiedenen Werthe die fie durch alle mögliche Ver⸗ 
wechſelungen von x x, x, ge, erhalten, bey behden gleich 
fen, und daß diefe Werthe, aus den nentlichen Verwechſe⸗ 
lungen in beyden Sunftiönen entfpringen werden 


Re? 


_. 


x 


— 
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Die Geoͤhen t, €", e“n, ec. ) werden demnach die 


Wurzeln der Gleichung für t, und eben fo y’, y“, y, ıc 


y(? die Wurheln der Gleichung für.y feon, und beyde Glei⸗ 
chungen werden fölglich von dem rad. = ſeyn. Beyde Glei⸗ 
chungen Fönnte man nun nac den oben vorgetragenen Me⸗ 

thoden finden; allein es wird blos noͤthig ſeyn bie Gleichung 
fuͤt t zuſuchen, welche wir allgemein duech F 

u ı FAt fr Be? * ce +. * Rt**0 

dezeichnen wollen, oder ganz einfach durch 22* 0, ‚voraus 
. gefegt daß \ 

—At RBta cr ic} Kr 
Die Eoefficienten diefer Gleichung A, B, C, ꝛc. werden bes 
Fannte Funktionen der Eoefficienten m, n, p, x. der gegebts . 
nen Gleichung fepn, deten Wurzeln x, x, x, ꝛc. find, .. 


Wenn man nun nach diefen Vorausſetzungen, allgemein 
Die Funkrion ty betrachtet, ſo fällt in die Augen, dag die 
derſchiedeͤnen Werthe diefer Funktion, weite aus allen mög⸗ 
fen Verwechſelungen der Wurzeln > ee x entſprin⸗ 
gen, folgende ſeyn werden, ef, 7 wg, var, “ 


aLy% y; und nimmt man nun: bie Summe aller- diefen, 
Werthe, ſo erhält man bie Zunftion 
ur + vr, * gr y. zc. ? aldy?, @) 
weliche die Eigenſchaft hat, daß ſie inveraͤndert bleibt, was 
man auch für Verwechſelungein unter den Wurzeln *, x”, 
0, je, machen mag; ſie ie wird ſich folglich algebraiſch und” 
rational durch die Ecefficienten my d, p/ 36 auedrucken fe 
fen (Ne) 
Suchet man nun bie Werhe bieſer Funktion, für bie 
—2* =50 1, a 2,101, und bezeichne djefe 
| & a Grbhen 


————— 


4 
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Sroͤßen durch M, Mi, Ma, M3. ꝛc. M —1), fo ahan mar 


‚ folgende, = Sleichungen 
aa Eee 2 Eu zu 2 t 0 —M 
- r y’ + 1” y'' T Yu y'r ⁊c. + | m) y(r) = Mt 
. ray + tay⸗ + ray +ic} (mdy2,(®) = M3 | 
royy * t 30 + t.3y⸗ + Ic. + ar) 3y(m) = 183 . 
R "2% 
Tr get, et —* et (*) 
= M(s—1) 
wo M, Ms, Ma, ıc Mſe — 1), befannte durch. in, 5, B% 
outsedrice Größen ſeyn werden, 


Aus dieſen = Gleichungen muß man mn, vermitteiß 


der Elimination die Werthe der ⸗ undekannten Größen y, 


,.y,.c y„(”) ableiten. Wollte man fi aber hierbey dei 
gewöhnlichen Methode bedienen, fo würde man in ſehr vers 
wickelte Ausbrüde gerathen, welche außerdem noch die Uns 
kequenzlichkeit haben, daß fie alle Größen t, 1”, 1, ic. gibs 
gleich enthalten. würden, Wit muͤſſen demnach eine andere 


Methode anwenden, und es ſcheint mir folgende die-ganj 


eioentuich hieher gehbrige zu Ion. 
= nehme eine Anzahl von — 1 unbefimmten She 
fen an, welche ib durch Ni, Na, N, Nr — 1) be 
zeichne, mit dieſen Groͤßen multiplicire ich reſpective die obi⸗ 
gen Gleichungen, die erſte ausgenommen; dann addire ich 
ſie ſammilich und erhalte folgende einzige Sleichung 
" M+MıNI+ MaNa + M3N3 HeFMle— Nat) 
‚=.(1l +Nıe PNAt FN3 te BetNG—n)t' hy 
T ct +.Nıe” TNar"* Te Rat Nie, tr sohyye 
de t: 





V 7F 
N 
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ft a * nf NET Nx-a -u. inet y" 
I. 
4 R 4 Nie? 4 Nateledha + * de. 
+ Nie 1 (972), {®) . 2. 
Segen wir nun allgemein 
72 1* Nit * Nar2 + Ns xc. —E 
amd bezeichnen durch 7. 17, Te; e, TO) die partifuläcen 


Wexythe von T, welche man erhaͤlt, wenn mon nach und nach 


N 


ur, =) feger, fo iſt offenbar. af ſich die 

obige Gleichung auf folgende einfache Form reduciren wird 
Ty a 1”y u + zug + x. + 79, {") . x 

=M+MINıHMaNatM3NzFI« ten) Rtr =} 


m nun den Werth Iegend einer der undefannten Gro⸗ 


Ben y y“, y, 5; yo zu ſinden, ſo in öffenbar nicht6 u 
weider nöthig, als daß man die Eoefficienten alle indefanns 
ten Broͤßen, diefe (1) ı aufgenommen, =o wohr, als⸗ 
denn ergiebt ſich 

Op M ä MidNi MaNa Fi. Fr Met) Ny— 1) 

7e) 

und vermitteiR der Gleichungen T’ = % T’=o; eo, 
3 TON. 0, (nur miht TO == 0) wird man die — ı 
unbeſtimmten Größen Nı, Na, "N z, 12 "Ne beftims 
‚men koͤnnen. 


Bedenkt man nun ba alle diefe partifutäeen Gleichun⸗ | 


gen zugleich flatt finden, fo iſt offenbar, daß die Gleichung 


o die Gehen vie, ze. eä, vios eO ausgenoms 
men, zu Wurzeln haben muß. Multipliciret man demnah 
De ' B83 vdas 


N 
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dag Polpnom T, deſſen lie befannies GSlied der Einheit 
sic ih mıt dem HZoktor I- Fr fo erhält man ' das Po⸗ 


lbrom Tr — 5 welchee, Ru gleich gefegt, die ſamti— 


lichen Größen t, elı, 9 — ee zu Wurzeln Haben wird. 
Allein diefe Wurzeln gehören auch der Gleichung d.= om, 
da nun vo nöllig befannte Glied, ſowohl in dem Polynom | 


u = F * als in dem wohaen &, her eindeir gleich if, 


| f 207 dal, Fr — = = 3, we Bit 


x N - — En SS ta 


1 
F + a — 5 


fe er 
un — — Each BR, +.Gt3. re. 
( Dei nun diefe Gleichung. Den kon muß. fo oa, | daß 


Ne 5 3, N - » =“ 


15 


on daher iR 


Na > © *F hr - 
’ „I 
J N=tirz Fr — For *5 cyʒ 
6 ꝛc. 

um nun den Werth der Srdhe r⸗ zu Anden; bemerfe 
zn daß überhaupt BE 


- 


I= 
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. u N 7% non . u 
RI en BE Zee T= Y — 12; . 
eo“ v — OR er . 
‚in weichem nbebruc fr = =. zu fegen if znllein da vw 
Hiefer Borausfegung ſomohl der Zähler, $. verſchwindet, weil 

2 ) eine, Ban der. Gleihung 2 zo, als auch dee 


Menner 1 — 5 ſo muß man zu Folge der bekannten ls 


"get, Rate bite ut, ihre Differen ialt ehmen; und Mr | 


man e vepkmbenfi» fo echält man Re us: * 


Es wird IR T ©, öleig feon dem Werihe, welgen bie | 
Sehe — — Zr erhalten muß, wenn man t) für t fett, meldet 


man auf —8* Art bezeichnen kann 
J —R — td$ @ 


‚aber vielmehr , wenn man fuͤr feinen Werd ſetzet. und 
nach der Differenziation t in t(e) verwandelt, ey 
TO = — ar) — andy — ze ya oe 
Es iſt nun nichts übrig, als diefen Werth von TE), fo 
wie auch die Werthe von Ni, Na, N3,2c, in dem allgeiris 
nen oben gefundenen Ausdend für y(O zu ſetzen; und fo ers - | 
Hält man den Werth der Funktien yEd, autgedruͤckt bie 
durch die entſprechende gegehene Finktien tle), und durh 
die Eoefficienten.m, n, p, 1. Der gegebenen Gleichung. . oo. 
Aue Schwierigkeit liegt demnach in Befimmüng ſowoht | 
"det Eoefflcleuten A, B, ©, ıc, der Gleichung fuͤrt u 
© +  % 


[) PR " * — 
N 
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ıtArtBercotı.=o 

als der Größen M, Mı, Ma, M3, ic wozu man, wie wir 
oben geſehen haben, auf verſchiedenen Wegen gelangen 
kann. Hauptſaͤchlich aber kommt es darauf an, zu bemers 
‚ten, daß ſich alle’ diefe Grüßen’ jederzeit: algebräifth ‚ bloe 
aus den Coefficienten der gegebenen Gleichung beſtimmen 
Jaſſen, und dies haben wir, in aller, möglichen Schärfe, a 
| ‚priori, erwieſen. WW —— 
. ‚Sind nun, Dee arihen gefunden, un ſetzt man zur 
Abrirzung | 

— -P =. M. 4 Am it} ch Fe 

u Om Mita Ham ta. 


RR e "Mz t AM3 Ti u j - de 
Ay: w 101 J ru ꝛc. 
ſo erhaͤlt man für den Merth en eines y 
P Q 


tatz tagte 


F 
ya A * 2Bt = — + 75 F xx. 


= wVnn man Für e diejenige gunfeion re. melde d der Bunt 
tion y entfpeid 

on W ioi. — 

‚5 RWEs iſ augenſchelnlich, daß dieſe Anlöfung jederzett Rate 
‚finden wird, was auch" fuͤr ein Merth won tgegeben fen 
mag, wenn er nur nicht. den Nenner A TaBe } 3Ct2 Far, 

in machet; da aber Der. Nerth van. ieders 
cqheit eine Wurzel der Scaicng 20 tem meh, fo’ fehl, 

„daß der Fall == =o nut alsdenn eintreten tan, wenn dies 

‚ern eine —E— com mr Bnitugswe hi 
| 230 - 


. 
J vv 
NN 
WE 
5 


| 


. u 
N 
N \ Pr ' 
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um zu finden, was in diaſen Aal aeſchehn. aaied, 9 
wollen wir annehmen daß r‘ deu, gegebene Werth vone fey, 
welcher dem gefachtei, Werche yz vdn y, Eotſoricht, und daß 
ſich in der Reihe der Werthert, d', ec T), ein anderer 
3.9. 1’ befinde, welcher =’, ſo daß der gegebene Werd 
t, eine doppelte Wurzel der Gleidung sd =u ie: wir wol⸗ a 
len nun anfänglich t und teꝛ ald ungleie detraten,, foiR ° 





P 022 R 
— 
I⸗ Faden Fe: 


| Bi R R are = 
rue 58 2'277 eve ee 


8* * — — — — 
r ůTV- 
Bun tagen ?x., =® on 
tt 
\ . 3 (fr nur! 2 } = 4 Beat 


Liferengig non a aa Ja Der tt, tr", fa er⸗ 
költ man .#i 


ev F . ” 
Ar abt + 3Cr’a m} * >— am m — —) .. 
+) u . 


Atzbet Lole zus - a X — —55.. 
woraus man-fiehet; Anb-in dem Ball = * berden | 
Ei:ihungen == 0 werden, 

. Wir wollen auf einen Augendlick anneberen, daft" = 
vre mo.“ eine unendlich kleine Groͤße bedeuten fol, fo ers 

'  ‚bältman, wenn Man die Unenduichtlanen der zweyren Ord⸗ 
nung weglaͤßt 


t/, oo t. 
aatt tʒor- te = - Ba * X— 


ar 


“ 22 ‘ 


4 


taten gerisfice m at - a D:: a 
W — Fr . Ep 


- ‘ 1 
3 
% s f 


. Ä 
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en wen nun ür aAbrutung 
ey? 


f zn’ er en 
LE 


. 
[Er Per GE Ze 2 


4 gi “ i: 3 2 
—— — — Te 5* mr + .. x. 


“ ’ 


u . Zu , J fo wish 
ren P,: 


—ñ EXEC X © — F nr s ke. 
" r hie f er 1. DE E23) — ER tn TER 
Zn u ih pi — * w J * TE > Fi Ian ik- 
i 


. P-.. 20: 
. 838 tudi 
daher hat man 


ne ; Ba an 23; + F 
| en BR + e3 Te . 
e-r 


77017 
77 . 


nu P-: 
„bietet 


4 vn 


[ 


, ats tmt 


= „T v4 


ytr=. 





2 aber [I ct — - u — . N: _ ik _ .. 
(- a cu — —* —) .. fo ift leicht einzufes 
hen, bob, date 
| das 1 Zn ee 
— 10. + * Tr 
2 '2dı2 3 = ol x | — ar 
‚Bm werde: beiglch 


Ye 
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“ = ab} 2. —— —E tx“ 


ter 
En 5 tn 
yty" er Fe Pe I 
| a  Tanragertnae en 





Es giebt alfo in Diefem Fade, Die tFormel nich, —* der 
Sroͤßen y’. und y‘, weiche den gieichen Wurzeln t und t“ 
entſprechen, einzeln, ſondern dlos ihre Summe yl-T y’, und 


‚man fiehet, fowohl aus dem abigen Aucduud ſelbſt, ald aus | 


Der Analyſe, durch die wir ihn gefunden haben, dab der 


WWerth · von ·der Hälfte diefer Sunime, aus dem allgemeinen _ 


Werthe von. y im vorigen Artikel herausfomun, wenn mau 
ſtatt des Zaͤhlers und Nenner u Diſerenicle dieidiee 
durch dt, nimmt, u ' , 


Wenn der gegebene Werth von t eine veefäce Wurzel 
der Gleichung mo if ſo daß z. B. ti ee eh, fo Rus 


det man auf eben die Art, daß man nicht jede von den ihren“ 
entſprechenden Funktionen yv”, * y, einzefn, fondern bios. 


ihre Sunime vrytry“” finden kann, und der allgemeine 
Ausdruck fuͤr y, giebt den dritten Theil dieſer Summe, wenn 
man ſtatt des Zählers und Nenners dieſed ARusdrucks ihre 
zwehten Differenzialien, dividiret durch (23 ſetzt: und fo 
nach der Reihe w weiter. 


EB e 
, ?? 2 .'t« ⸗ 


— * 
RN: . * DE | 


' 


Allgemein; mern es ii zeigt, daßi in dem sügemeinen 


Ausdruck für y, Nr. or, durch die Subſtitutĩon des bekann⸗ 


ten Werthes von t, der Nenner auf Null gebracht wird, ſo muß 


man denſelben fo vielmal hinter einander differenziiven bis man 
auf einen Ausdruck kommt, der durch ehen die Subſtitution 


— nicht 


/ 
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nicht mehr Null nich, wobey- man. dis erſten Differenziale & 


immer alf beRändige Größen behandeln 'muß. Hlecauf Difs 
ferenziiret man eben fo oft quch den Zähler: und Der neu 
Bruch, welchen man auf dieſe Art erhält, wird Die Summe 
fo vieler Partikulaͤrwerthe Bon y, Biöidiret durch Die Anjohl 
dieſer Werthe, ausdruͤcken, ale die um Eins permchrte Uns 
sah! der Differenglisungen @inheiten enthält: und Diefe Wers 


.ı VE werden diejenigen fehn, welcht fich auf Die gloichen Wer⸗ 
he nen t bezichen, deren Anzahl befanntli der um Ein 
- vermehrten Anzahl derjenigen Differenlaigleicpung für $ 


wid # melbe man *o ſnden 


if Dieke &t indet man die Summs biefer: verfeice 
pen Werthe von y; allein man kann eben fo auch die Sum 
wm ihrer Quadrate, ihrer Darlkel 36. Anden: denn hiern 
wird weiter nichts nöthig ſeyn, alß eine neue Dechnung, I 
welcher may für die Funktion y, ihr Quadrat y2,. dann ih⸗ 
sen Würfel. y3.ır. nimmt, Hat man diefe, fo’ Lana mas 
‚daraus vermittelſt der bekannten Formeln, die Summe dg 
Produfte Hon je zwey, je ‚Dren,. ie. Werthen non y ableiten. 
Auf. diefe Art, fladet man alle Eoefficienten derjenigen Glei⸗ 
una, von melden dieſe Werthe die Wurzeln find; diek 
Gleichung mub man alfo ‚sufdfen, um jeden. der ee 
Berthe einzeln zu erhalicn. 

Hieraus folget, daf wenn RN unter ven Werthen , 
€, 1, ꝛc. der Funktion e, zwey oder mehr gleiche Werthe 
‚Hoden, daß. altdenn Diejenigen, unter den Werthen y 7", 
y, ic. weiche ſic auf die gleichen Werthe von t dezieher. 
nich mehr blos durch eine „rationale Funktiqn, bon e und 
von den. Eoefficienten m, n, p, 2. der. gegebenen Gleichung, 
hpimmt werben koͤnnen; ſendern fie hängen von — 


" . ’ X 
/. 


3, Kortf. N Bm, &. bie eig. af. b. Bresungen Le 


Wung ab, deren Grad der Anzahi jener gleichen Wertde, 
gleich iſt, und' deren Coefficienten ſaͤmtlich durch u in n, p 
2tc. artonal ausgedruͤckt werden tdanen. 


auc aus andern Gruͤnden läßt dc einfehen, daß die 
syany natuͤrlich; und den Lehrfägen der Anatyfis gemäß iſt. 
Denn da man verfhjedene Werthe fuͤr yhat, mchbe von 
einem einzigen Werthe von t abhaͤngen, fo iſt kiar, daß jeder 
Ddieſer Werthe von y auf gleiche Art, don dem. ihm entſpre⸗ 
enden Werte von t abhängen muß, und daß Tolglich dieſe 
Wvoerthe blos Wurzeln einer einzigen Gleichung ſeyn konnen, 
Deren Eoefficienten fi rational durch t ouödrüden laffen. 


. Wie wellen 3.8. annehmen, daß eine Sleidens von . 
irgend einem Grade m, gegeben fin | 
reed wo 


Und daß man eine andere von dem niebeigern wein Ä fs 
den woͤllte⸗ 


DE UP Su Re we 4 Peer ed 


- . welche alle Wurzeln mit der erften yemein haben, d. h. ein 


Dibviſo⸗ derſelden ſeyn ſoll? fo weiß malt, dad, die Coefficien⸗ 
ten a, b, e, ic. ſamtlich Bleichartige Funktionen von dem’ 
Wurzeln der gegebenen —— fern werden, und bey 


gen hatt find werden, % waitpendig jeder ve Dir «ech 


ficienten, durch m, a, p, ac. vermittelſt einer Gleichung doa 


chende Grade (Mr. 69 und 98) auẽgedeuᷣckt ſeyn. wird. 
So bald aber der Werth irgend eines dieſer Coefficienten 
Befonnt if, fo Fann man zu Folge des oben aufgelbſeten Pos 
dlems, den Werth jedes andern Coefficienten nden. 6 
(ei aber dus unferer Ba, do wenn der Werth Det 
alß 
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als befannt angenommenen Coefficienten eine einfache Wur: 
zel derjenigen Gleichung iſt, von weicher Die Beſtimmung 
dieſes Coefficienten abhaͤngt, ſich alle uͤbrigen Durch ihn tes 
tional werden ausdtuͤcken laſſen; iſt hingegen der Werth des 
Befannten Eoefficienten, eine doppelte, dder dreyfache ic 
Wurzel derſelben Gleichung, fo Fänn jeder der Übrigen Coeſ⸗ 
ficienten durch diefen, nicht Anders als vermittelt einer Gleb 
bung yon zweyten, dritten, ic. Grad beftimmt foetben. 


Um das a poleriori zu beſtoͤtigen, was wir ſo chent 
priori gefunden haben, ſo fey die Gleihung vom vierm 
Grade - 

tm ton tprtg=o 
begeben. Wir wollen wie Ne. 35. Abſchn. Ir. Annehmen, 
daß fie durch folgende vom zweyten Grad, 3 Fr Tg=0 
theitbar fey. Wlan fommt bier, wie wit ſchon geſehen he 
ben, auf zwey Bedingungsgleisbungen 
Pgmed— arg — Men 
I Du ra Dal 
Aus der erſten erhält man - u 2 
Peine —f F 
838 m — 2f 
Da offo & rational dureh £ ausgedrädft wird, fo wird es hin⸗ 
reichend ſeyn fzu ſuchen, um g ohne alle Wurzelausziehung 
zu, erhalten. Traͤfe es ſich ihdeflen, daß der Werth don 


£ f= = and zugleich p= = 5 irn, h woͤrdedie 


fer Werth don g => < made. Um daher deh Werth bon 


zu erhalten, muß man noch » einer andern Gieihung 
feine Zuflucht nehmen, in welcher 5 auf den zweyten Grad 
Preign nen u NL 


pn 


n 


u 


- ’ 
’ 'ı. 
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Penn B)gtga=o 
To daß, wenn man nün — _ Mehr ffeet . | 


»-6-Ügtgso = 


wird. wird alſo durch die aſleſum— dieſer Gleichung be⸗ 
Kimmt iverden muͤſſen. Ich behaupte abe daß in dem Falle 


den wir hier betrachten, det Werth — — von 5 ane dop⸗ 
pelte Wurzel der Gleichung für kſehn wich. 

> Um dies zu beweifen bemerken wir, daß dieſe GSleichung 
für £ durch ‚die Subftitution Des Werthes von g. aus deu 


erſten Gleichung in die zweyte, entfiehen muß: .fegt man 
alſo zur attücung p — fe+n2- BP, und m — af 


—0 ſo iR = = 2 =, unb die oleichung für Fiwird folgende 


Ps — (n met end qQ2 =o 


entwictelt man diefe Gleichung, fo fleigt fie auf den feihöten 
Grad, und ift:die. nemliche, welche — 35. grade. 


haben. & ift aber offenbar, Be S, eine 


don den Buijeh dieſer Gleidbung = * 2 fon eds denũ 


| ett tan k =, Bid zugleich P=o, md deot 


und de diefe beyden Bedingungen; nicht allein alle Glieder 
Der obigen Gleichung auf Null bringen, ſendern auch ihre 


| Differenzialgleichung oo: ih 


 aPdP — Lafdf — mif)PQ — am A —8 0m 
X. TQadQ=o, F 
fe 
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fr folgt, daß die Warzel (= = eine doppelte Wurye che⸗ 
der Gleichung ſeyn muß. 27 


| ) 163. 
Wir haben bis jegt angenommen, daß die beyden Zub; 
tionen € und y gleichartig ſeyn; wir Iobllen munmeht dat 
Veoblem in feiner ganzen Allgemeinheit uaterfwcben, wm 
voraudfegen, Daß Diefe Funktionen von irgend kiner befichb 
gen Form ſeyn 


Wenn man nach ur» nad in beyden Funktionen, «li 
mögliche Berfegungen Der Würzeln x’, U, 21, ze. and me 
chen fie beſtehen, machet, ohne Übrigens auf Diejenigen Hd 
zu haben, welche einerich Werthe von t und y After geben, 
fo wird man eine gleiche Anzahl = von correfpümdirenden 
Werthen für x und y erhalten, welche man, wie Mr. 100 
durch t tu⸗ rät, x. TE), und dach y’, yü,yru, ix. yl9) 
bezeichnen Tann. In dem Kol, wenn ı uad y gleichartig 
Guntrionen find, werben Die Werthe d, tu, au, ıc. ı[*) 
ſamilich auf eine verfchiedene Art ausgedruͤckt, und Wurjela 
der einfachen Gleichung 3 = d fepn, welche zur Befiimmung 
der Zunftion t, durch in, n, p, 26. dienet; and eben dieſe 


Bewandniß wird ed mit den Werthen yı, y’', y’, ıc. y” 

haben: dies hindert iadeſſen nicht, daß nicht einige Wertde 

von t, oder von y unter einander gleich ſeyn Könnten, wie 

in dem Fall, weichen wit Mr. 102. unterfucht haben; allein 

es Fommt hier Bios auf die Form, nicht auf tie abfolult 
Größe diefer Werthe an. Sind im Begentheil die Fenktie⸗ 


j vent andy mie gieichartig; fa werden fh nothwendig un 
er den Werthen tı, ein gi, yg, el"), oder yı, y y' x.” 
| ’ einige 


F—— — „or 


k 
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einige finden, die nicht verſchieden ſind, ſo daß die Anzahl 
Der verfebiedenen Werthe don t, oder von y, kleiner ſeyn 
wird als =, und aus dem was Rr. 97. erwieſen worden, laͤßt 
ſich leicht ſchließen, daß dieſe Zahl blos ein ſubmultiplum von 
ze fenn wird, Wir haben aber hier zwey Foͤlle zu betrachten, 
je nachdem die Anzahl der verfchiedenen Werthe der gegeber 
nen Funktion von t, entweder = «, odır e ein fubmeltiplum 
‚von if. 


A) Wir wollen annehmen, daß die Wetthe 1, tꝰ, u,’ 


x. WE) ſamtlich verſchieden, d. h. auf eine verfiticdene Art 
ausgedrüdt find; fo iſt offenbar, daß in diefem Falle, die 
Gleichung I = 0, alle dieſe verſchiedenen Werthe nothwen⸗ 
dig gu Wurzeln haben wird, ſo daß fie wirklich von dem 
Grade # ſeyn wird, wie auch uͤbrigens die Werthe der ge⸗ 
ſadten Funktion y beſchaffen ſehn mögen. Es torrd Nr 
"Folglich die Aufiöfung Ar. 100, völlig auf dieſen dal a anwen⸗ 
den laſſen. 


5 ») Wir wollen annehmen, daß anter den Werthen r 


Bun A 78) t) ſich blos eine Anzahl don e verfepiedenen 


Werthen befinde, und e ein daktor von w fen, ſo daß = wer. 


Wenn in dieſem Fall 3 == o diejenige Gleichung vorſtellt, 
deren Murzeln diefe verſchiedenen Werthe find, fo: folget 
aus dem was Nr. 97. erwieſen worden, daß diejenige Glei⸗ 


Wung, welche alle Werthe v t, 1, n. x”? ja Watzeln bat, 
9" * o ſeyn werde, ſo daß jede Wurzel dieſer Gleichung no 


"er andere Wurzeln neben fi haben wied, die ihr gleih 


ſind ‚Man wird alſo auch auf dieſen Fall die allgemeine. 
Aufloſung Nr. 100. anwenden koͤnnen, wenn man nur 220 
as die Gleichung für t anſiehet, d. h. wenn man ſetzet 
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ıtArFBe Fcoatıe = 9 


Da aber jede Wurzel dieſer Gleichung eine von gleichen Wurzeln 
iſt, fo wird man die Auflöfung nad) denen Regeln abändern 


muͤſſen, welche wir Nr. 102. für den Fall gleicher Wurzeln 
gegeben haben; und anftatt jeden Werth von y, der jedem 
Werth von t entfpricht, zu finden, wird ıhan blog die Summe 
von allen y finden, welche gleichen Werihen, von t entſpre⸗ 
chen: ba aber jeder verfchiedene Werth von t, in der Reife 


r t“, t“, ꝛc. tE), emal vorfommt, und da immer jedem 
in diefer Reihe vorfommenden Werthe, ein Werth in dei 


Reihe y’, y“, y“, ꝛc. y) entſpricht, fo daß ſich -einerieg 


Werthe von t und von y, nicht zwegmal in eben den Reihen 


in correfpondirenden Stellen befinden, fo folget, daß jedem 


Werthe von t, ⸗ verfchiedene Werthe von y entfprechen wers 


den; und daß man alfo, wenn ein Werth von € befannt if, 
nichts weiter al die Summe von ⸗ verfbiedenen Werthen 
von y finden kann, welche jenem Werthe entfprerhen. 


Hieraus, und aus Ne. 103. läßt fich alfo fchließen, dab 


in diefem Fall jeder, Werth von y, durch t nicht anders als 

vermittelt einee Gleichung von dem Grad ⸗— ausgedrüdt 
werden Fann, und diefe wird alle die Werthe von y zufams 
‚men enthalten, welche einem und eben demſelben Werthe 
‚sont entfprechen. 


Lj 
Uebrigens kann man die Auflöfung des Galle, von web 
chem wir reden, fehr abfürzen, wenn man ihn auf den Ball 


‘ gleichartiger Funktionen zurüdführt; denn es ift offenbar, 


daß weun 5. B. dem Werthe rt’, die Werthe y’,y“,y‘,ıc. y" 


entfprecben, jede Funktion von der Form f:(y',y",y'‘,1cy”) 
von folcher Beſchaffenheit ſeyn werde, daß fie nur e verfchies 


Pr 
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dene Werthe zulaͤſſet/ wie die Funktion t, und daß folglich 
dieſe beyde Funktionen, gleichartige Funktionen der Wur⸗ 
gein x⸗ x“, x“, 2c.-fepn werden. , Nimmt man demnach ans 
ſtatte der Funktivn, y irgend eine Zunftion von dee Form 


ri y“, yo, ꝛc. y(?y fo wird man geradezu den. Werth 
dieſer Funktion, durch t ausgedruͤckt, vermittelſt dee Me. 
"3160; vorgetragenen Aufldſung finden; und man wird blos die | 
Gleichung $ 0 brauchen, welche nur die verſchiedenen 
Werthe von t zu Wurzein hat. Man kannalſo auf. diefe Art 
alle Eoefficienten der Gleichung finden," deren Wurzeln die 


Werthe y, y“, yı,ıt yo fi nd: denn jeder diefer Coeffl⸗ 
cienten iſt notwendig eine Funktion von der nemlichen horm 


fi vor DR 0 

1 104. 
Wenn man demnach 1) irgend zwey Funktionen t und 
7 von den Wurzeln x, x, x", ic. det Gleichung "+ 


min Er ꝛc. 0, hat, und diefe Funktionen 
„find. von ſolcher Beſchaffenheit, daß alle Verwedſelungen 
der Wurzeln, welche machen, daß ſich die Funktion veraͤn⸗ | 
„dert, zugleich auch die, Funktion t aͤndern, ſo kann man, 
überhaupt genommen, den Werth von y, durch einen ratlos 
nalen Ausdruck aus t, und ausm, n, p, ıc. erhalten, fo daß, - 
wenn ein Werth von t befannt ift, auch der entfprechertde A 
Werth von y unmittelbar beßannt feyn wird: ich fage, übers. - 
haupt ‚genommen, denn wenn es ſich trift, Daß. der bekannte - 
Werth von t, eine doppelte oder dreyfache ꝛc. Wurzel her 4 


Y 
ı 
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a „Gleichung für t if, ſo wird der —DES Werth von RZ 
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2) Wenn die Funktionen t und y von ſolcher Beſchaffen 
heit find, dag bey Verwerhfelungen der Wurzeln, welcher 
ändern, t ungeändert bfeibt, ſo wird man den Werth von y 


aus et, und m, n, p, 2c nicht anders erhalten koͤnnen, al 
vermittelſt einer Öleichung vom zweyten Grade, wofern einem 


‚und demfelben Werthe von €, zwey Werthe von y entipre 
den; oder durch eine Sleihung vom dritten Grade, mem 
einem und demſelben Werthe von t drey Werthe von years 
‘fprechen, und fo nach der Reihe weiter: ‚Die Soefficienten 
dieſer Gleichung für y, werden, überhaupt genommen, to 
tionale Kunffionen von.t, ‚und m;n,p, ⁊c. feyn, fo daß man, 
‚wenn ein Werth von t gegeben iſt, y geradezu durch die dub 
loͤſung einer Gleichung vom zwenten, britten, 2c. Grade, fi 
‘den kann: teift es ſich aber, daß der bekannte Werth pont 
eine doppelte, dreyfache, zc. Wurzel der Gleichung fürtik 


‚ rfpo werden auch die Coefficienten diefer Gleichung nod vom 


einer Gleichung vom zweyten, dritten c. Grade abhängen. 


Sieraus laffen ſich nun die nothwendigen Bedingung 
ableitet, unter welchen man im Stande feyn wird, die Wer 
the der Wurzeln x’, x", zti, ze. ſelbſt, vermittelſt der Werthe 

irgend. einer Funktion dieſer Wurzeln zu beftinmen: bein 
hierzu wird blos nöthig ſeyn, anfatt der Funktion y, gera⸗ Ä 
deiu blog die Wurzel x zu nehmen, und die bisher gemad 
‚ten Sdluſſe auf dieſen Fall anzuwenden. 


1905. 


1— Wir tommen alſo gegenwoaͤrtig, Auf’ die Anwendemt 
der bisher vorgetkagenen Theotie, auf die allgemeine Anh 
loͤſung der Gleichungen. Wir wollen mit der Unterſuchun 
desjenigen Falles anfangen, mo man nicht mehr als die 
. Wurzeln x‘, u, ch, hat, d. h. wo die ‚gegebene Steidin 


vom dritten Grade iſ. | pm 
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: Wenn man in diefem Galle, die‘ allgemeine Sunftion 
£: (x (XXX), betrachtet, ſo erhellet, daß ſie von einer 
Sleichung vom (1. 2. 3)ten Grade abhaͤngen muß, deren ſeche 
Wurzeln folgende find 0 

FICKEN, — — (aa) | 
f: —— Era) 
FE: ar RN), RR 
Um nun diefe 3 auf einen niedrigern Grad als die 
gegebene Gleichung herabſetzen zu koͤnnen, fo if offenbar kein 
anderes. Vrittef vorhanden, als deep und drey von dieſen 
Wurjeln gleich zu machen; in welchem Falle ſie ſich auf den 
zweyten Grad reduciren wird. In dieſer Abſecht nehme 
man an, daß die gegebene Gunktion von ſolcher Beſchaffen⸗ 
heit ſey, daß 
£: NER F: —** .. * 
unadhaͤngig von allem Verhaͤltniß unter den Wurzein x’, x, 
zus d.h. daß dieſe Funktion unverandert bleibe, wenn man 
in derſelben x'mitx, x mit x⸗, und xu mit xt vertauſchi; 
man erhaͤlt alſo aus dem nemlichen Grunde 
f : (X xt) u fr (x HAN CK) 
fen ENG 
EI RUNGEN RN nf 2 GMXανανα 
Man fichet hieraus, daß die drey Funktionen 
IE DIED ELDER EEE DIETDIC HYE EHE HI DE 
nothwendig gleich ſeyn werden, und daß nur diefe dreye non 
der vorausgeſetzten Belchaffenheit ſeyn koͤnnen. a 
. „werden die drey übrigen Zunftionen 

FRAUEN), FERN, fi —ER 

ebenfalls gleich on; hi die Gleichung, von der die Rede 


| if, af den Grad — == 2 herabfommen muß. Nr.98. 
953 I imme 
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Nimmt man nun, um die Form der gegebenen Sieh 
- ung auf eine allgemeine Art zu finden ; irgend eine andere 
Funktion 4; KEN) an; bezeichnet man ferner zus 
boricuns. durch y y“ y“, die drey Funktionen 
FERNEN), 9: AR NR PCR NCK'KE) 
weiche den erften drey obigen Zunftionen entiprechen; dei 
gran duch 2’, z', 2', Die drey Kunftionen 
ERREGER 05ER. 
‚ welchs den letztern drey "gleichen Kunftionen entfprecen, fo 
Aft klar, daß man jede Funktion von x‘, x", 20° Durch irgend 
"eine Au ktion von y', y”, y'4, oder von z', 2", 2‘, wird aus⸗ 
druͤcken können, weit daß Zeichen: 4 x irgend eine unbeftimmie 
Funktion bedeutet.“ Man wird demnach allgemein die Funl⸗ 
tion f: (XXXX), duch folgende f: INH" vor⸗ 
ſtellen koͤnnen; aber vermoͤge der Bedingungen unſerer Auf⸗ 
‚gabe muß dieſe Funktion unverändert bleiben, wenn man iR 
derſelben x mit:x'', x mit x. und x" mit x! vermecldt; 
;da nun Durch dieſe Verwechfelung mit den. drey Größen y' 
y#, y! nichts weiter vorgehet, als daß ſich eine in Die am 
dere verwandelt, fo folgt, Daß die Sunktion F:( y'% yuyly!!)) 
von ſylcher Mefchaffenheit feyn muß, daß fie unverändert 
bleibt, mag man auch in derfelben für Bermechfelungen mit 
den Größen y, y’, pu, macen.mag; fie wird folglich von 
der Form E: (y',.y’, yll) ſeyn. 


Demnach wuͤrde jede Funktion von der Form 
Filyı y" yun 
die erforderlichen Eigenſchaften beſitzen, und folglich blo⸗ 
von einer Gleichung vom zweyten Grade abhängen. Es in 
in der That nicht ſchwer, geradezu einzuſehen, daß, was man 
auch für Verſetzungen mit den drey Wurzeln x’, x", x" MW 
chen mag, dennoch bie drey Groͤhen y' 7" y! ſich nicht bet 


f J 
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‚ders verwandeln koͤnnen, als eine in die andere, oder in die 

drey Größen z’, 2’, zii: daraus folgt aber, daß die und : 
tion f: (yh y’, y'') nur entweder ungeändert bleiben, oder 

in f:(zi, a, 2) übergehen kann; und. daß folglich diefe 

beyde -Sunftionen Wurzeln einer einzigen Sleichuns vom 

zweyten Grade ſeyn muͤſſen. | | “ 


| Betrachten wir nunmehr diefe Zunftionen. als befannt, 
fo Fommt ed noch darauf an vermittelft derfelben, die Werthe 
der einzelnen Größen y', yl yN%, und z’,.zU, 2/0 subeftimd 
. men. Da aber die Zunftionen, von welchen die Rede if, 
. von folcher Befchaffenheit find, daß fie unverändert bleiben, 
was man aud für Verwechfelungen, ſowohl mit den Groͤ⸗ 
Ben y', y', y'', als auch mit den Größen z', 2", zU' maden 
mag, fo * aus dem was oben erwieſen worden, daß die 
drey Größen y y, yıı urn einer Gleichung vom drits ' 
ten Grade, und die Größen z', z, zU, Wurzeln einer: ans 
dern Sleihung vom dritten Grade Kon werden. ‚Diefe Glei⸗ 
Hungen mögen folgende feyn 
' B-ızty—c=o Bu 
23 —fı2Tg—h=o w nn 
Da nun die Coeffictenten a, b, e Funktionen von der Form 
‚Ei yYıy''), und die Eoefficienten 6, g, bh’ ähntiche Funk⸗ 
tionen von der Form f: (24 2, =") ſind, ſo folgt aus dem 
obigen, daf die correſpondirenden Coefficienten a:und f, 
Wurzeln einer einzigen Sleichung nom ziveyten Grade feyn 
möffen, deren Eoefficienten durch m, n,.p’gegeben find, 
eben die Bewandniß wird es mit den Eoefficienten b und g, 
desgleichen o und. bh haben. Man bemerke hierbey, daß 
wenn die Werthe von a und f gefunden find, vermittelft ders 
"felben b, g und e, h unmittelbar gefunden werden fönnen, 
nach der Nr. 100. erklärten Methode. 


Ä 954 | Da 


1 
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| Da die Gleichungen füey und z vom dritten rad find, 
fo muß man fie auf eine ſolche Form zu bringen fischen, web 
che eine Auflöfung verflattet. Denn theils kann man fie als 


gemein nicht auıköfen, oder vielmehr man muß verausfehen, 


dab man Die Methode, fie aufzulöfen, nicht wiſſe, weil die 
Aufloͤſung der. Gleichungen vom druten Grade gerade der 
Gegenſtand u-firer Unterfuchung iſt; theils laͤßt fich die Me 
thode von Nr. 99, nicht anwenden, fie.auf einen niedrigern 
Grad zu bringen, weil der. Stponent 3 eine Primzahi iſt, und 
Seinen Bioifsr hat, | 
. 1 
Da nun die Aufldſung der Gleichungen von zwey Glie⸗ 
dern jederzeit moͤglich iſt, ſo wird es dem Zweck angemefien 
fen, fie auf.diefe Form zu bringen. Wir mollen alfo am 
gehmen, Laß.fi Die Gleichung für yı nyi—c=00M8 
| wandle, oder noch allgemeinec, in (y * k13 - 15 0. Im 
vun die hierzu nöthigeh Bedingungen zu finten, % bemetke 
| man, daß wenn. I, 0, «2 Die Eubifmurzeln der Einheit find, 


yYıkz * Y1, vr k= ey, — BE. feyn werde. 


Hieraus ergiebt ſich, (weil «3 = 1), 


r rk m aalylı T k) — ar + K 


88 wird fotgfich diejenige. Zunftion von x’, P7 zul, 
welche wir mit.dem Zeichen 0 bezeichnet haben, von folder 
Beſchaffenheit ſeyn muͤſſen, daß un von allem Ber: 
> ‚häftniß zroifhen den Wurzeln x’, a4, xt, folgende Vergle⸗ 
ung ſtatt finde 
“pi DENE Ph ug: Gin exum (xy Ph) 
== “(9 : (RR) + k) 
lebenden erhält man, wenn zit x’ verwechſelt wird 
QM: er KIN) T ko w2(9 : (zXx'M)x") * k) 
Sag: —& tn, 
dihd 


ur 
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d.b.2 Fhmma2lat Fk) alari HK), wodurch fi Die 
Sleichung Für z gleichfals auf die Borm (rk ” - 120 
reduciret. 


Vergleicht man aber die Gleichung (2Pky —t=d 


4 J 


mit der Gleichung y3 —_ 372 4* by — * 0, ſo erhaͤlt man 
c=i\-k; und daher, well (y P K)s a (ytkj> 
Cman darf nemlich für y jede der Wurzeln ſetzen), e = 
GG" tk k)3 —k3; chen fo findet man = —J— -33. 
Die beyden Orden 


LEE EB, und (0: —EE 


werden demnach die Wurzeln einer GSleichung vom zweyten 
Grade ſeyn, welche man folglich als die allgemeine redu⸗ 
cirte Gleichung des dritten Grades anfchen fann. 


Durch die Aufldſung dieſer Gleichung wird der Werth 
‚der beyden Funktionen a ie ae SLR Tr (Xxν) 


Defannt, und. vermittelft dee obigen Bedingungsgleichungen 
laſſen ſich die Werthe von den vier andern Funktionen, aus 


dieſen ableiten. Sind aber diefe Funktionen — fo. ' 
-Fann man die. Werthe jeder der deep. Burieln. x 2, 20 


daraus ableiten Nr. 104. 
| Ä 160. | 
. Wie haben alfo die Brände von der Aufläfung der Gleis 


dungen vom driften @rade auf die directefte und allgemeinge 
Au entwmidfelt; und es iſt leicht beſondere Anwendungen J 


hiervon zu machen, und die-verfihiedenen im erſten Abfnitte 


| bergetvagenen Theorien darauf ‚abzuleiten. 


Die einfahfte Zora, welche man dev Kumftion 
0: (x’)(x x) geben koͤnnte, ift folgende: Ax! T:Bx 4 
Cx’++D; worin A, B, C, D- beftändige Größen Am; die 


Bebingungegleihung ift Amnach 
JE Eee Z 


} 


a“ 
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als belannt angenommenen Coefficienten eine. einfache Wur⸗ 
zel derjenigen Gleichung iſt, von welcher dje Beſtimmung 
dieſes Coefficienten abhaͤngt, ſich alle uͤbrigen durch ihn ra⸗ 
tional werden ausdtuͤcken laſſen; iR bingegen der Werth des 
Bekannten Eoefficienten, tine doppelte, oder dreyfache :c. 
Wurzel derfelben Gleichung, fo Fann jeder der uͤbrigen Coef⸗ 
ficienten durch Diefen, nicht Anders als vermittelt einer Glei⸗ 
bung vom zweyten, ditten, ic. Grad beftimmt werden. 


| Um das a pofterlori zu betätigen, was wir fo cben . 
priori gefunden haben, ſo fey die Gleichung vom vierten 
Grade 

| 2a mai ton dpchg=o 
‚ begeben. Wir wollen wie Ne. 35. Abſchn. Ir. annehmen, 
daß fie durch folgende vom zweyten Gtad, x Pkg =o 
theilbar fen Wlan fommt Bier, wie wit ſchon gefehen bes 
ben, auf zwey Bedingungsgleisbungen 

P-sm-d-ta- gm Duo 

| — Dh 
ud der erſten erhält man - u N 
„Peiner . 
5 m — 2f .. 
Da offo & rational durch fausgedruͤckt wird, ſo wird es Si 
reichend ſeyn F gu fuchen, um g ohne alle Wurzelausziehung 
ey erhalten. Traͤfe es ſich iadeflen, daB der Werth vor 


£ f= * and zugleich p = == —2 D mine h wirte die 


fer Werth don g= 2 maden. Um daher deh Werth von 


* zu erhalten, muß man noch m einer andern Sleichung 
ſeine Zuflucht nehmen, in welcher g auf den aweyten Ge 
Brian [2 


2 


. s 
% Ya 
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Een Blgtg=o 
fo dehen wenn man nun — —_ M fh f feßet . 


»-6-Ugtg=o 


wird wird alſo durch die Yuflöfüng dieſer Gleichung bes . 
immt igerden muͤſſen. Ich behaupte abe, dag in dem Falle 


den wir hier, beträgten, der Werth z von b dit e bope 
Helte Wurzei der Gleichung für kſehn wich. 


um dies zu bemseifen bemerken wir, daß Miefe @teiturig 


Pe f, durch ‚die Subftitution des Werthes von g aus der 
erſten Gleichung in die zweyte, entſtehen muß: ſetzt man 
alſo zur abtůriung p — ern BP, und m — af 


= Q, fo in 2* * 5 und die Sleicuns für k wird felgene 


Mo — — — gq02=o 


knwickelt man diefe Glelchung, fo feigt fie auf den ſecdeten 
Grad, und ift:die. nemliche, welche wir,Rr. 35. gehinden 


haben. Es if aber offenbat, daf, ba = ER =, eine 
, ‚don den Wutjenn diſe Steilgung == = „ fon ed; den u 


et man r@ 2 Bit zugleidc —* und us 


und de diefe bepden Bedingungen; nicht allein alle Glieder | | 
der obigen Gleichung auf Null Bringen, ſendern Aug voor 


Differenzialgleichung m | BE 
abpde - (fr — mi — (tt —R 


u Er taadmor BR 
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f 


® folgt, daß die „DIT = _ eine Doppelte Durye eben 
der Gleichung fepn muß. — 


163. , — 
Wir haben bis jetzt angenommen, daß die beyden Zul 
“tionen t und y gleichartig feyn; wir wollen nunmehr das 
VDeoblem in feiner ganzen’ Augemeinheit untepfuchen, wa 
vorausſetzen, daß dieſe Sunftionen don irgend einer beliebi 
gen Sem ſeym 


Wenn man nach und nad in beyden Kunftionen, alle 
mögliche Verſetzungen der Wurzeln x’, xU, aul, 3; aus web 
ben fie beſtehen, machet, ohne Übrigens auf diejenigen Ucht 
In haben, welche einerlez Werthe ven-t und y After. geben 

fo wird man eine gleiche Anzahl = von correſpondirenden 
Werthen für t und y erhalten, welche män, wie Mr. 100 
durch tin 1’ iin, 2er), und durch yı,. a 0 
bejeichnen kann. In dem Foll, wenn + und y gleichattize 
Runkrionen. find, werden Die. Werthe d, tu, 14, sc, 9) 
ſaͤmilich auf eine- verfchiedehe Art ausgedruͤckt, und Wurzeln 
der einfachen Steichung 3 = d fepn, welche zur Bepimmung 
der Funktion t, durch im, n, pr 2. Dienet; und eben. diefe 


Bewandniß wird es mit den Werthen yı, yıı yıu, it. y .) 
‚haben: dies hindert iadeſſen nicht, daß nicht: einige Werthe 
von t, oder von y unter einander gleich ſeyn eönnten, wie 
in dem Fall, weichen wie Nr. 102. unterfücht baden; allein 
es komm hier blos auf die Form, nicht auf die abfolukt 
Groͤße diefer Werte an. Gind im Gegentheul die Funktio⸗ 
‘fen? und y nicht gleichartig; fa werden ſich nothwendig un⸗ 
ter den Werthen ti, 2/4 tu xx. tE obder y, y, rux * n 

’ einige 


l 
{ 
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einige finden, die nicht verſchieden ſind, ſo daß die Anzahl 
der verfihiedenen Werthe von t, Sder von. y, Meiner ſeyn 
wird ale, und aus dem was Rr. 97. erwieſen worden, laͤßt 
ſich leicht ſchließen, daß diefe Zahl blos ein ſubmultiplum von 
ſeyn wird. Wirhaben aber hier zwey Fälle zu betrachten, 
je nachdem die Anzahl der verfebiedenen Werthe der gegeber 


nen Funktion von x, entweder = «, oder ein fabmeltiplum 
‚von = if | 


\ 


/ 


1) Bir wollen annehmen, daß die Werthe 14, e7, x, ’ 


x. N) amtlich verfchieben, d. h. auf eine verf:ticdene Art 
ausgedrüdt find; fo iſt offenbar, daß in dieſem Falle, de. 
Gleichung + = o, alle diefe verſchiedenen Werthe nothwen⸗ 
‚dig gu Wurzeln haben wird, fd daß fie wirklich von dem 
Grade ⸗ feyn wird, wie auch uͤbrigens die Werthe der ge⸗ 
‚fusten Funktion y beſchaffen fehn mögen. Es weh 
folglich die Auftöfung gr. 100, vollig auf dieſen dal a anwen⸗ 
den laſſen. | | 
nn ») Wir wollen annehmen, daß nnter den Werthen ı, 
x, an, x. tEN ſich bloß eine Anzahl don g verſchiedenen 
Werthen befinde, und e ein Zaktor von * ſen, ſo daß æ zer 
Wenn in dieſem Fall 5 0 diejenige Gleichung vorſtellt, 
deren Wurzeln dieſe verſchiedenen Werthe find, fo folget 
aus dem was Nr. 97. erwieſen worden, daß diejenige Glei⸗ 


| ung, welche alle Werthe v‘,'’, v”, ſt. (9) in Watzeln hat, 
‘ 9" 2 ſeyn werde, fo daß jede Wurzel Diefer Gleichung ho 


" e— andere Wurzeln neben ſich haben wird, die ihr gleich 
ſiad. Man wird alſo auch auf dieſen Ball die allgemeine. 


Aufldfung Nr. 100, anwenden koͤnnen, wenn man nur 5520 


in 


als die Gleichung fuͤr t anſiehet, d. h. wenn man ſetzet | | 


ed 17 


‘ 
— 


/ 


I 
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" Da aber jede Wurzel diefer@lejchung eine von gleichen Wurzeln 


iſt, fo wird man die Auflöfung nach denen Kegeln abändern 
muͤſſen, welche wir Nr. 102. für den Fall gleicher Wurzeln 
gegeben haben; und anftatt jeden Werth vony, der jedem 
Werth von t entfpricht, au finden, wird ıhan blos die Summe 
von allen y finden, melche gleichen Werihen, von t entſpre⸗ 


chen: da aber jeder verſchiedene Werth vont, in der Reihe 


r, t“, t“, rl, mal vorkommt, und da immer. jedem 


in diefer Reihe vorfommenden Werthe, ein Werth in der 


Reihe y', y“, y“, ıc. y) entſpricht, fo daß ſich einerley 
Werthe von t und von y, nicht zweymal in eben den Keihen 
in correfpondicenden Stellen befinden, fo folget, daß jedem 
Werthe von t, ⸗ verfchiedene Werthe vom y entfprechen wers 
den; und daß man alfo, wenn.ein Werth von t bekannt if, 
‚nichts weiter als die Summe von ⸗ verſchiedenen Werthen 
vony finden fann, welche jenem Werthe entſprechen. 


Hieraus, und aus Ne. 103. läßt ſich alfo fchließen, daß 


in diefem Ball jeder Werth vony, duch t nicht anders ale 


.. vermittelft einer Gleichung von dem Grad « ausgedrüdt 
werden kann, und diefe wird alle die Werthe von y zuſam⸗ 
‚men enthalten, welche einem und eben demſelben Werte 
von t entſprechen. 


12 
Uebhrigens kann man die Auflöfung des Zalle, von wel⸗ 
chem wir reden, ſehr abkuͤrzen, wenn man ihn auf den Fall 


gleichartiger Funktionen zuruͤckfuͤhrt; denn es iſt offenbar, 
daß weun z. B. dem Wertheſt, die Werthe y’,y’,y’',ıc. y” 


entſprechen, jede Funktion von der Form fr Gy“, y, xc. y5) 
von folcher Deipaffenbeit ſeyn werde, daß fie nur e verfchtes 
I | \ dene 
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dene Werthe zulaͤſſet, wie die Funktion t, und daß folglich 
dieſe beyde Funktionen, gleichartige Funktionen der Wur⸗ 
geln x, x“, x", ıc.-fepn werden. Nimmt man demnach ans 
ftatt- der Funktion y irgend eine Zunftion von der Form , 


f: (y‘, pm, yon, sc. y(?) fo wird 'man geradesu den Werth 
diefer Funktion, durch t ausgedruͤckt, vermittelt dee Mr. 
100: dötgetragenen Auflöfung finden; und man wird blos die. 
Gleichung + = 0 brauchen, welche nur die g verſchiedenen 
Werthe von t zu Wurzeln hat. Man kann alſo auf dieſe Art 
alle Cdeffictenten der Gleichung finden, deren Wurzeln die 


Werthe y y“, yo ꝛt. „eo find; denn feder dieſer Coeffl⸗ 
cienten iſt nothwendig eine Funktion von der nemlichen Form 


: 0 r y'x. y) ) (Nr. 89.) 


10% 5 | 
Wenn man demnach 1) irgend zwey tZanktionen t und 
von ‚den Wurzeln x‘, x, x, ic. der Gleichung x" + 


ma — Item -2 2c. SZ o, hat, und diefe Funktionen 
ſind von ſolcher Beſchaffenheit, daß alle Verwedſelungen 
"dee Wurzeln, welche machen, daß ſich die Sunftion y veroͤn⸗ 
‚dert, zugleich auch die, Zunftion t ändern, fo kann man, 
uͤberhaupt genommen, den Werth von y, durch einen ratio⸗ 
nalen Ausdruck aus t, und aus m, n, pi. erhalten, ſo daß, 
wenn ein Werth von t bekannt iſt, auch der entſprechende 
Werth von y unmittelbar bekannt ſeyn wird: ich fage, übers 
„haupt genonmen, denn wenn es ſich trift, Daß der befannte 
Werth bon t, eine doppelte oder dreyfache ꝛc. Wurzel der 
Gleichung für t iſt, ſo wird der entſprechende Werth von'y, 
hoch vo einer quadratiſchen, cubiſchen, ꝛc. Gleichung aba 


„hängen, Deren ſoaͤmtliche Eoefiisienten, cätionale Sunftioden 
von at, und vom m, D, p, ꝛ⁊c. find, 


TE 964 E ln 


ir. 
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2) Wenn die unftionen t und y von folder Beſchaffen 
heit find, daß bey Berwethſelungen der Wurzeln, welcher 
ändern, t ungeändert bleibt, fo wird man den Werth von y 


Taube, und m, n; p, ꝛtc. nicht anders erhalten Fönnen, a 
vermittelſt einee Gleichung vom zwehten Grade, wofern einem 


‚und demfelben Werthe von t, zwey Werthe von y entſpre⸗ 
chen; oder-durch eine Sleihung vom dritten Grade, weni 
‚einem und demfelben Werthe von t drey Werthe von y ent⸗ 


ſprechen, und fo nach der Reihe weiter. Die Soefficienten. 


dieſer Gleichung für y, werden, überhaupt genommen, ta 
tionale Funktionen von.t, und m; n, p,'2c. feyn, fo daß man, 
‚wenn ein Werth) von t gegeben if, y geradezu durch die Auf 
ldſung einer Gleichung vom zweyten, dritten, 2c. Grade, fin 
den Eann: trift es ficb aber, daß -der bekannte Werth vont 


eine doppelte, dreyfache, zc. Wurzel der &leiyung fuͤr t iſ 
Eeſo werden auch die Coefficienten dieſer Gleichung noch vo 


einer Gleichung vom zweyten, dritten sc. Grade abhängen. 


Hieraus loffen ſich nun die nöthtoendigen. Bedingungen 
ableitem unter welchen man im Stande feyn wied, die Web 


the der Wurzeln x’, x’, x’, ꝛc. ſelbſt, vermittelſt det Werthe 


"irgend einer Funktion dieſer Wurzeln zu beftimmen: bein 
hierzu wird blos nöthig ſeyn, anfatt der Funktion y, gera⸗ 


deiu blos die Wurzel x zu nehmen, und die bisher gemach⸗ 


‚ten Stluſte auf dieſen Fall anuwenden. 
DE 251 a 


... Bir ommen alſo gegenwaͤrtig, ' duf"Die Anwenden 
‚ber bisher vorgetlagenen Theorie, auf die allgemeine Auf⸗ 


loͤſung der Gleichungen. Wir wollen mit der Unterfudung - 


desjenigen Falles anfangen, wo man nicht mehr als deed 
Wurjeln x‘, x, x, hat, d. h. wo die ‚gegebene Gleicens 


pom dritten Grade iß. | | Wen 


| 





- 


| iſt, auf den Sad - 
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7- Fortſ. d. Bem. uͤb. die als. Aufl. d. Gleichungen. 495 


: Wenn man in diefem Falle, die‘ allgemeine Funktion 
52 (ar (x ‘xt, betrachtet, fo erbellet, daß fie von einer 
GSilecichung vom (1.2. Iten Grade abhaͤngen muß, deren ſece 
Wurjeln folgende find er 


fi (x’) Kay), f 3; —8 
F: lad), EIRNRERN) 
FERNER), SE ARUNCK)ERIN, 

Um nun diefe Gleichung auf eiren niedrigeren Grad als die 

gegebene Gleichung herabfegen zu Fönnen, fo ift offenbar kein 

anderes- Mitter vorhanden, als deep und drey von diefen 

Wurzeln gleich zu. mardenz in welchem Kalle fie fih aufıden 

ztwcnten Grad reduciren wird. In diefer Abficht nehme 

man an, daß die gegebene Guaftion von n ſolcher Weſcefen 


heit ſey, daß Be 


f: EI E: (KIN, oo 


. unabhängig von altem Verhäftniß unter den Wurzeln x/, x”, 
zus d.h. daß diefe Funktion unveraͤndert bleibe, wenn mar 


in derfelben x'mitx!, x"! mitx’®, und x⸗u mit x’ vertaufcht; 
man erhält alfo aus dem nemlichen Grunde 
f: ANNE) * fi REKEN) 


‘ferner 


fi (Krane - = f: —E— 

Man ſiehet hieraus, daß die drey Funktionen 
Era), Erle), Fi (a ax) 
nothwendig gleich ſeyn werden; und daf nur diefe dreye von 
der Horausgefegten Beſchaffenheit ſeyn koͤnnen. Sul 


. „werden die drey übrigen Funktionen 


Fr YNx, Fra la, fi —ER 
ebenfalls gleich fon; he De die Gleichung, von dee dieRede 





- 3 — 2 herabfommen muß. Nr:9E. 
- ur I J 
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Nimmt man nun, um die Form der gegebenen Glei⸗ 
- Küng auf eine allgemeine Art zu finden ; irgend eine andere 
Funktion 4: RAR „) an; bezeichnet man ferner zur 
Abkuͤrzung, durch yı y’', die drey Funktionen 
: MανyN, PK PCR N)CRIKEN) 


welche den erften bee obigen Funktionen entſprechen; des⸗ 


gleichen ducch z', 2”, 2", Die drey Funktionen 


05 (SOSE HERRIN HERE). 


‚ welch: den letztern drep "gleichen Kunftionen entſprechen, fo 
ft klar, daß man jede Funktion von x', x", x" Durch irgend 
‚eine Fu ktion von.y/, yP, yPH, oder von 2’, 2", 2', wird auße 
druͤcken können, weil dag Zeichen 4 : irgend eine unbeftimmte 
Zunktion bedeutet.“ Man wird demnach allgemein die Funk⸗ 
tion f; AR Ya), duch folgende f; VL ID vor⸗ 
ſtellen koͤnnen; aber vermoͤge der Bedingungen unſerer Auf⸗ 
‚gabe muß diefe Funktion unverändert bleiben, wenn man in 
‚Derfelben x! mit x", x’* mit x: und xt mit x vermechfelt; 

;da nun. durch diefe Verwechſelung mit den. drey Größen y 

y, yl nichts weiter vorgehet, als daß ſich eine in die ans 
dere verwandelt, fo folgt, Daß die Sunftion f: ( )D 16 016 0 

von ſplcher Beſchaffenheit ſeyn muß, daß fie unverändert 

bleibt, was man auch in derſelben fuͤr Verwechſelungen mit 

‚den Größen pi, yl, yu, machen. mag; fie wird folglich von 

der Form £:(y.y", yt) fepn.. 


Demnach wuͤrde jede Funktion von der Form 
fe: (y y" yıt) 


- die erforderlichen Eigenſchaften befigen, und folglich blos 


von einer Gleichung vom zweyten Grade abhängen. : E& if 

in der That nicht ſchwer, geradezu einzufehen, daß, was man 
auch für Verfegungen mit den drey Wurzeln x', x", x’ mas 
chen mag, dennoc die drey Größen y' y'', y'' ſich nicht ans 
ders 


- m_ — — — — 


DE En 0 — TE 








f \ 
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‚Ders verwandeln können; als eine in die andere, oder in die 

drey Größen z’, 2", z'!: daraus folgt. aber, daß die Funk⸗ 
tion F: (yh yl y') nur entweder ungeändert bleiben, oder 
in f: (z4, =", 2) übergehen ann; und daf folglich dieſe 
beyde Funktionen Wurzeln einer einzigen Sleichung vom 
zweyten Grade ſeyn muͤſſen. | 


| Betrachten wir nunmehe diefe Funktionen als befanı, 
fo Fommt ed noch darauf an vermittelft derfelben, die Werthe 
der einzelnen Größen yıyly ya, und 2, 2, z’0 zu beſtim⸗ 
. men. Da aber die Zunftionen, von welchen die Rede ift, 
von folcher Befchaffenheit find, daf fie ungerändert bleiben, 
was man au für Verwechfelungen, fowohl mit den Grös 
Ben y’, y', y'', als auch mit den Größen z', z", z"! machen 
mag, fo folgt aus dem was oben ertwiefen worden, daß die 
drey Größen y', y!ı, yiı —— Gleichung vom drit⸗ 
ten Grade, und die Größen z', z'!, z', Wurzeln einer. arts 
dern Gleihung vom dritten Grade feon twerden. ‚Diefe Bleis 
Hungen mögen folgende feyn 
y2 — 452 * y-c- o 
u 23 —f2tg—hb=o 
Da nun die Eoefficienten a, b, e Zunftionen von der Korm 

‚Er y"y''), und die Eoefficienten 6, g, b' aͤhnliche Funk⸗ 

tionen von der Korm f: (2, 2", z') find, fo folgt aus dem 
‚obigen, daß die correfpondicenden Coefficienten a:und £ 

Wurzeln einer einzigen Gleichung vom zweyten Grade feyn 

muͤſſen, deren Eoefficienten. durch m, n,.p’gegeben find; 

eben die Bewandniß wird es mit den Eoefficienten b und g, 

deögleihen o und. h haben. Wan bemerke hierben, daß 


* 


wenn die Werthe von a und f gefunden find, vermittelft ders 


"felben b, g und.e, h unmittelbar gefunden werden koͤnnen, 
nach der Nr. 100. erklaͤrten Methode. u 


En 1 75 Da 


d- 
x 


“Seinen Diviſor hat. 


98 1 Bon dei Brian 
Da die Gleichungen für y und z’vom dritten Grad find, : 


| fo muß man fie auf eine ſolche Form zu bringen fuchen, web 


&e eine Aufloͤſung verſtattet. Denn theils kann man ſie all⸗ 


gemein nicht auıköfen, oder vielmehr man muß vorausfegen, 


daß man die Methode, fie aufzulöfen, nicht wiffe, Weil die 
Aufiöfung der. Gleihungen vom dritten Grade gerade der 


Gegenſtand ufirer Unterfuchung iſt; theils läßt fich die Mes 
thode von Nr. 99. nicht anwenden, ſie auf einen niedrigern 


Grad zu bringen, weil der. Exponent 3 eine Primzahl ift, und 


Da nun die Aufldfung der Gleichungen von zwey Glies 
dern jederzeit moͤglich iſt, ſo wird es dem Zweck angemeſſen 


ſeyn, fie auf dieſe Form zu bringen. Wir wollen alſo an⸗ 
vehmen, daß ſich die Gleichung für y, in ya — c = o vers 
| wandle. oder noch allgemeiner, in (y } k313 - 150. Um 


vun die hierzu nöthigeh Bedingungen zu fin!en, % bemerfe 
man, daß wenn I, «, «2 die Eubifwurzeln der Einheit find, 


3 3... 3 nn. 
ytrı=YyYı, y'Tk=evl, yHtk=usa2ay'tfepn werde. 


‚Hieraus ergiebt fi, (weil «3 = ı), 


y' + k =2 walylı t k) = at + K) 


v 88 wird foigh diejenige Funktion von *, x, zi, 
welche wir mit dem Zeichen 9 bezeichnet haben, von ſolcher 
Beſchaffenheit ſeyn muͤſſen, daß ar ‚von allem Bers 


" Bältniß zwiſchen den Wurzeln =’, zU, x", folgende Verglei⸗ 
chung ſtatt finde 


EIER) ham “( 9 —E (x) h 
= «(9 : (a) (x) (x) + k) 
eherbem erhält man, wenn xkmit x verwechſeit wird 
"9 —* Hr) T J 4260: (ax x") + k) 
=a(@: —RWR& * Ki. 
4*4. d. He 


BE \ 
. . 
S 
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vd.b.z’Tk= u2(ar Tal" ft kj, wodurch fi die 


Slieichung für z gleichfalls auf die Borm ar kjs —1=8 


reduciren 


J % 


Vergleicht man aber die Gleichung (z k* td 


mit der Gleichung y’ — ay2t by —c=o0f erhält man 


ce =1-—k3; und daher, weill= (y F K)S c (yi}k)3 


⸗ 


Cman darf nemlich fuͤr y jede der Wurzeln fegen), <= 
(393 —ks; chen fo findet man ı= Gr Ks, 


Die beyden Größen | 


Lo: (KK KR EO—RS, und(p: —E—— | 
we rden demnach die Wurzeln einer GSleichung vom zweyten 
Grade ſeyn, welche man folglich als die: allgemeine tedu⸗ 
cirte Gleichung des dritten Grades anfchen kann. 


Durch die Aufldſung dieſer Gleichung wird der Werth 


der beyden Funktionen 9.:(z’)(x!YCx) und 9: (x )(xExtN 


bekannt, und. vermittelft der obigen Vedingungsgleichungen 
laſſen ſich die Werthe von den vier andern Funktionen, aus 


dieſen ableiten. SEind aber dieſe Funktionen — fo ' 
-Fann man die Werthe jeder der drey. Vuriem. x xu 


daraus ableiten Nr. 104. 
| . 106, | | 
Wir haben alfo die Brände von der Aufläfung der Glei⸗ 


ungen vom dritten Grade auf die Directefte und allgemeine _ 
Art entwickelt; und es if leicht beſondere Anwendungen 


hiervon zu machen, und die.verfibiedenen im erſten adſchnitie 


| bergetvagenen Theorien daraug abzuleiten. 


Die einfachſte Korn, welche man des Funktion 
9: x (x XxUr) geben koͤnnte, ift folgende: Axt Ex P 
Cx'++D; worin A, B, C, D- beftändige Größen find; die 
"Devingungegleihung ift Rmnach 


005 | we 


‚ . u ii — ha * 4 * 


3. 1 Won den Gleichungen. — 
er At dat P Cñu DPh 
ze #3(Axll 7 Bzit 4 CxX FDYK). 
== a (Axt $Bx! PC" + D t k); - 
woraus ’ ich folgende Gleichungen ergeben _ w 


A =a2C =aß 
B = s2 \ 240 
CC7* 42 B 244 


Dik= et 4 V. 
Die zweyte giebt B= “2A, mdC=.«A, und diefe Wertbe 


thun zugleich der; erften und ‚dritten Genüge „da 41 1; 


was die vierte betrift, ſo giebt ſie DPRSO, und folglich 
D=— K; die gegebene ‚Kunftion wird demnach folgende 
Form haben muͤſſen 

Al! + A2x“ } ax) _ k; | 
fegt man hier k 0, fo erhalten wir gerade die, auf welche 
wir im erſten Abſchnitte a poſteriori kamen Re 5- 


107. | 
Wir kommen nun auf den Kall, wenn man vier Wur⸗ 
zeln hat, ‚welches bey Gleichungen vom vierten Grade flott 
ſindet. Betrachtet man die allgemeine Funktion 

f: (*89) —* (xt) zur) 
fo zeigt ſich, daß ſie von einer Gleichung vom 1. 2. 3. aten, 
‘oder a4ften Grade. abhängen wird, deren 24 Wurzeln fols 
‚gende find (Nr. 96.) 

? EEE IAANKN)KRUN,  f — E — —— 
LER NYRNR RN, — ————— 
EL: &@NaR Rh, Er KNK KUN, 
Er a) KtN) x), KEmesDie uUnTe inte 97 

2 a allg), Fr Gα;—αοN, 

Er @ RK), 2 ARMCKNCKNKN, 
£: (KUN KUN N. Ex (xUN)CKN) I? lD1e 507 
W f: (xy 


\ 


| 
i 
. 
| 
{ 
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f: KK KK, 3 KK: : 
FE: RR, : — 
f: (KERN) NR), f : (KICK CKN)CRUN), 

u a IKK: Fi KÖRNER) AN 
REIKI , f: KENERIERNEN. 
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Run muf man verſuchen dieſe Gieichung auf einen nie⸗ 
drigern ais den vierten Grad, d. h. auf den zweyten oder 
dritten Grad, zu bringen; und es wird am zweckmaͤßigſten 
ſeyn den letztern, als den hoͤchſten, den man bey dieſer Un⸗ 
terfuchung nehmen darf, zu wählen, Man inuß demnach 

- Die Einrichtung der Rechnung fo machen, daß von diefen 24 
Wurzeln ve achte, gleich werden; und hierzu gelangt man, 
indem man dieſe Wurzeln duf alle mögliche Arten unter eins 

. ander vergleichet, bis man eine Combination finder, welche 

"gerade acht gleiche Wurzelit giebt ; denn alddenn werden auch 

unter den uͤbrigen ſechzehn Wurzeln von ſelbſ ade und oh \ 
gleich werden, (N. 97) 
- Bir fegen zuerſt 
—DVVVVVOOO—— on pr EDNEDTELDTETIDTE 3 
ſo daß die gegebene Zunftion, die Form Be ee Le 

Habe. - Auf diefe Art werden immer je zwey Wurzeln gleich 
werden, fo daß die Gleichung nicht höher als vom 12ten 
„Brad ſeyn wird, NE. 98.) Wir fegen fernen, daß auch 
DE ER VE Die De DE WERE) — — J 
. h. daß die Form der Funktion folgende fen | 

f ı(x' x Cat, x), 
wodurch ſich die Gleichung auf den ſechsten Brad reduciten 
wird. Gegen wir endlich, daß au 
fe (x! Kg, xl) — = f: (xt, xyz un 
2) b. dag die Sunftion von folcher Beſchaffenheit ſey, daß ſie 
nicht geaͤndert wird, wenn man iauf einmal x mit x’, und 
. zit 
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un Aal 7 Bat Fox"tDY} —V 
ze a2(Ax! 7 Bxtlt =>. Ex! TD}+r —3 
a (Axt 4 Be! FC" +D t —R 
woraus ſich folgende Gleichungen ergeben 


A Bat =aß 
u za2A = .aC 
© *42B ‚zmaA 


.. Dfk=e20tN=«“DrM. 
Die zweyte giebt B= «2A, und CA, und diefe Wertbe 


thun zugleich der; erfien und dritten Genüge, dar3 1; 


was die vierte betrift, fo giebt fie D Fk = 0, und folglich 
D=— k; die gegebene ‚Sunftion wird demnach folgende 
Form haben muͤſſen 

A(xT AaXPSA)- k; | 
ſetzt man hier k 0, fo erhalten wir gerade die, auf welche 
wirt im erſten Abſchnitte a roſteriori kamen Ar. 


N v 107. ! 


Wir kommen nun auf den Fall, wenn man bier Wur⸗ 
sein hat, welches bey Gleichungen vom vierten Grade fratt 
findet, Betragtet man die allgemeine Funktion 
f: (z') (z'") (1) (zu) | 

fo zeigt ſich, daß ſie von einer Gleichung von 1.2. ‚3.4ten, 
. ‘oder 24fien Grade. abhängen wird, deren 24 Würzeln fol⸗ 
gende find (Mr. 96.) 

> EEK )R UN, F: CtäKe KUNG, 

EL KKIKIARN : RR) RR, 
EEK CR), Er (RK, 
LER TEST e SIDTE Dauer Be Te lu Te Zu7e 97 

BEE ZDTe DTe SLOT Tas Be Te HnTe LTE 97 
u Be ALDTe AU Te SH Te Orasee Be Te SH TE LTE)? 

f: KIA! IRN) (N. Er IE 
| 2 : (an 


\ 


\ 


€ ! 


a d. Bern, ab. bie a, Aufl.d. Stepungen. sor . 


LTE TYEOT LP £ De IDIE DE Due 
f: (RR IR), : —XX 

F CRKRI RUE NRNY), Er GMMαα), 

u e RR: Pr RÖRHINKN RUN), 
: (⁊ —öB tr: ENILKIEN. 


Run muß man verſuchen diefe Streichung auf einen nies 
driggen ale den ‚vierten Grad, d. h. auf den zweyten oder | 
Dritten Grad, zu bringen; und es wird am smedmäßigften 2 
- feyn den legtern, als den höchften, den man bey diefer Uns . 
terfuchung nehmen darf, zu wählen. Man inuß demnach 

* Die Einrichtung der Rechnung fo machen, daß von dieſen 24 
Wurzeln ſe achte, gleich werden; und hierzu ‘gelangt man, 
indem man dieſe Wurzeln auf alle mögliche Arten unter eins 
ander vergleichet, bis man eine Combination findet, melde 
"gerade acht gleiche Wurzeln giebt; denn alddenn werden auch 

:  unterden übrigen ſechzehn Wurzeln von fe acie und echte | 

gleich werden. N. 97) | 
. Wie fegen zuerfi 

FCKDERNCKUN RUM) zu. .f3 (aa) (xt un; ' | 

ſo daß die. ‚gegebene Zunftion, die Form ee ie SIDE Z112) 
babe. Auf diefe Art werden immer je zwey Wurzeln gleich 
‚werden, fo daß die Gleichung nicht höher als vom 12ten 
„Grad ſeyn wird. NE. 98.) Wir fegen ferner, daß auch 

u f: (z', .ZUKUNKUN) =,f: (x, —— 

:d. h. daß die Form der Funktion folgende ze 

. > Era ah), zu), 

wodurch ſich die Gleichung auf den fechöten Brad reduciren 

wird. Setzen wir endlih, daß auch | 

Burn . f: (x x, xul) m — f; (xl, —T0 wm 
d. h. daß die Funktion von ſolcher Beſchaffenheit ſey, daß fie 

at geändert wird, wenn man auf einmal x’ mit x", und 

. zit 
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x mit ze verwechfelt, ſo erhält die Zunftion Die verlangte 
Beſchaffenheit; denn fie wird nicht mehr ale folgende drop 
| Veroͤnderungen fen | 
8 : (x, x) lx", zug, . 
u (x', KUN, zu, 
" : f: : (X x) (x, x’), 
ſo daß ſie blos von einer Gleichung vom dritten Grade ab 
hängen wird, von welcher hiefe drey Bunftionen die Wur⸗ 
zeln ſind. | 
;‚ Um die allgemeine Form der Zunktionen, von welchen 
wir reden, zu finden, nehme ich wie Nr. 105. irgend eine an⸗ 
dere Funktion, die ich duch 9: (BER NR) bezeich⸗ 
ne; dieſe reducire ich auf die Form 6: (&“ —R N) 
ee welcher: fie ungeändert bleibt, wenn ich entweder x’ mit 
, oder xu mit ze! verwechlele. Setze ich nun zur Ab⸗ 
— * 


N 


y =: —2 —R zu, 

yo (la RK Kl, 

ſo if Hr, dab ſich jede Funktion von der dorm 

Erd ze, Ku), 

durch eine Zunktion von y und y! wird ausdruͤcken laſſen; 

ſo daß wir die geſuchte Funktion allgemein durch f: NXy 
vorſtellen koͤnnen. Vermoͤge der Vorausſetzung muß aber 
Diele Funktion. von folder Beſchaffenheit ſeyn, daß fie uns 

“geändert : ‚bleibt, wenn man in derfelben zugleich x’ mit x" 
und xt mit x % verwechſelt; weil nun durch diefe Verwech⸗ 
‚felung, die benden Groͤßen yı und y! ſich eine in die andere 
verwandeln, fo fofgt, daß die Zunftion f: 90 die Form 
f: a j 3”) haben muͤſſe. 


Dor algemeine Ausdruc ww fun ‚Sunftion M 
ae 2: (yd,.y); umd ke man 


’ 
=. 


N 
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— EZ BE Ze u Ic 2 2007 
2 Eis: e: (at, Kar, ar), 5 
ferhtr Ä 
u ep: (xl, zu, zu), 
à : lad, xx, x), 


ſo iſt leicht einzuſehen, daß durch alle moͤgliche Verwechſe⸗ 


Pa 


Jungen unter den vier Wurzeln x’, xt, x", x, nicht meh | 


als folgende drey verſchiedene Bunftionen herauskommen 
Fig, yN, Erz Es (ut ar)g 
fo daß fie nothwendig Wurzeln. einer einzigen Skisung vom 
‘ Dritten Grade ſeyn werben. | N. 


Man wird demnecd durch aufldſung einer Gieichung 
dom dritten Grade, den Werth jeder ſolchen Kunftion ale _ 
Arzt y') beftimmen können, Nimmt man nun an, dh 
die Größen y' und y' die Wurzeln folgender Gieidumg v vom 
weyten Grade ſeun 

y2—aytrb=o 

ſo wird jeder der Coefficienten a und b, durch eine Seiung 

‚wom dristen: Grade ‚gegeben, indem er von der Form 
ft '(y'r y') ſeyn wird, fo daB man auf diefe Art die-beyden 
Gedßen y' und y'' erhalten wird. Nimmt man abet an, 
was jederzeit frey ſtehet, daß die Funktion a: (x', za, zu) 
blos die beyden Wurzeln x’ und x’ enthalte, und daher bloß 
von der Form f:(xt,.x!') fen, ſo erhält man yı= 9:(z',29) 
und 22 0: (x“, xt), Sit man nun x! und x" dl6 


Wurzeln der Steichung: u er 
2 x2ufstgmo 
/ und a, xam ats Bar der. Gleichung a. 


} XI — hx, *. 1: — 0 
2.0, ® werden Die Soefficienten gl von keinen dahen 
Gleichungen :al vom dritten und azweyten Grad abhängen; 
wein - und 


7 


⁊ 
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und wenn dieſe Werthe berannt ſind, ſo erhaͤlt man die vier 
geſuchten Wurzeln durch Aufldfung der obigen begden Glei⸗ 
chungen vom zweyten Grade. | 


Dies ift das allgemeine Princip auf welchem. die meiften 
Methoden Gleichungen vom vierten Grad aufzuloͤſen beru⸗ 
hen; wie man dies aus der im zweyten Abſchnitte geliefer⸗ 
ten Analoſe erſehen kann. 


Setzt man 6: x Im vn FE und fi, y) 
Su (yo y'y2 fo erhält:man die. Auftoſung Nr. 32. Setzt 
‚man, aber (X, x) = xt. und f (y = y' 1 y4 

erhält man bie Auftöfung Nr. 3 3, u f f. Ä 


1 08. 


Die Aufloſung der Gleichungen vom ierten Brode 
laͤßt ſich noch auf eine andere. Art bewerkſtelligen, indem 
men die Wurzeln auf eine andere Art al Nr, 166. combinis 

. Man fege nemtich zuerft | 
(x (X KR ext) oe fi (SR eRtngze) 
' d. h. die Funktion ſoll ungeaͤndert bleiben, wenn man darin, 
*in xu, x in x A, x in xt, und x" in x und uns 
auf einmal verwandelt. - Man. findet alfo weiter | 
| £: . EEE) = uf: (aa )E KR") 
oo fene .. 0 
\ „ei ⸗ — = fi} ————— 
u endlich, 
” * (zrx')(x") (x) 2 f: KR a 
| | ſo daß die Kunftionen 
f: EEE RN, f: (x''Xx")’)ER’), 
2 ER RR), F 2 REKEN, 
und nicht mehrere, gleich ſeyn werden. Da alfo unter den 
Sentionen, von welchen die Rede if, immer je vieye gleich 
find, 


t 


j 
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find, fo gelangen wir t zuerſt iu einer Gleichung vom ſechsten 
Grade. 


„Ser man abet ferner 
: Ocxꝰ) — = f(x”) —R 
d. die Funktion, ſoll auch ungeaͤndert bleiben, wenn man 
zu gleicher Zeit x’ in x’, und x’ in x“, und umgekehrt, 
verwandelt, ſo erhalten wir noch vier Funktionen, weide 
den obigen gleich find, nemlich 
J s (xtlgurcgycz N), f: (x/ylx*): rx') (any, 

2 (KL) ExRN), f :.(2')(x"’‘) (xx), 
won unter den 24 Funktionen Ne. ıc6. immer je achte: 
gleicd werden; daher fie nur von einer Gleichung vom drit⸗ 
ten Grad abhängen werden. : _ 


Nimmt man aber irgend eine andere Funktion der Wur⸗ 
zeln 1, x“, xl x, welche wir mit dem Zeichen 0: bezeichs 
nen tollen; und bezeichnet man ferner duch y’, y“, y’% 
yv, ar, yv yvu, ya, folgende acht Funktionen: 

⸗ (CK IR NR”), 9: (x )Ka ea" Xx'), 

2 [KR RIR),. Pi RR EN, 

9: (Ya), 9: (ala RK“ zen, 

0: (2) (dx) (x), 0: aaa”), . 
welche, wie man fiehet, den obigen acht gleichen Funktionen 
entſprechen: fo kann man jede Funktion, welche unveraͤndett 
‚bleiben ſoll, ſowohl wenn x’ in x’, x’ in xt, x in x 

zer in x verwandelt, ale wenn x’ mit zer, 0 txt ver⸗ 
wechſelt wird, auf folgende Art vorſtellen 
ey, y“, vv, 9, yv yrH, yruny; 
denn es iſt leicht einzufehen, daß bey allen dtefen Verwech⸗ 
felungen, die Größen y’, y", y’’, x. io J blos € eine in die 
andere verwandeln. | 4 


Biete 


Ss 


‘ 
\ 
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. Diele Funktion! wird alfo fo beſchaffen ſevn, daß fe auf 


keine höhere Sleikung als vom, dritten Grade führen Bann; 


Bezeichnet man nun ferner, Dusch 2’, wi alt, zie, zu, ar, 
aytl, zviut, folgende acht Kunftionen, 
0: {xx re 0: —RBR 
RICK CK), J Ca Die KM, 
UL ÄUDIEGE (x), Re LLDTCYTE 20) (x, 
.: ANKER, * 2 GαMνανι, 
und durch u, u, ul u, u, urn uvi, vun, folgende 


acht Kunftionen 


9: (KK CR), ® — ELNELIN 

ö : (ix) xy, o; (x’x" xx), 
BRUNNEN NR RN), 

PK IEIKNAEN, 9: (a) 
fo bemerfet man leicht, daß aus allen moͤglichen Verwedſe⸗ 
tungen der Wurjeln x’, x, x’, x, doch nicht mehr ald 


folgende drey verſchiedene Funktionen entſpringen Pönnen 


"vierten Grad zu bringen fuchen muͤſſen. Diefe Abſicht er⸗ 


lt yv, yr yvı yvv, yrın) 

f: (zi, 2, zin, 2'v, zV, av, 2vV, zvu) 
F:Tal, u, wi, av, uv, url, un avi) 
welche folglich Wurzeln einer Steigung vdm dritten Sn 

sepn werden. ‘ 


. ' Gegt man demnach die algemeine Aufldſung dieſet 
Grades voraus, ſo wird man alle Funktionen, melde die 
Korm der obigen haben, beftimmen Fönnen. Allein da die 
‚Größen y' ‚yrıp a’, 2”, 10. u/,.n”, ꝛc. auf. ganz gleiche Art 
in diefen Aunftionen enthalten find, fo iſt Plor, daß die Be 
Kimmuog derſelben, noch von drey Gleichungen, jede vom 
achten Grad, abhängen werde. 


"Men wird alfo von neuen diefe Bleidungen nie den 


reicht 


— 
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reicht man durch die Borautfetzung, dal die mit 5: bezeich⸗ 


nete Funktion von ſolcher Beſchaffenheit ſey, daß fie unver⸗ 


ändert bfeibe, wenn man x’ in x", x” inx“, ine 


und x” in x’ verwandelt} denn auf dieſe Art werden Die 


vier Grdfen y, y’, 7, 7’, und dann auch die übrigen 


vier yY, jv, yvi, yY9 gleich werden. Eben fo wird es 


‚ mir Den entfprechenden Größen 2’, 8; c, 0% u", “ be 
Ichaffen ſeyn. | | on 


Auf dieſe Art Halten ſich bie ubigen dren Benftionen, 
ganz einfach durch folgende Formeln ansörkden, _ 
Er (y', yY) f.: (z‘, zY), fr (u‘, ar), 


| und Die Größen y', yV, 2/, 2Y, u‘, uV erden. Dis Burgen. bon 


drey quadratiſchen Gleichungen ſeyn, welche folgende ſeyn 
mögen 
\ pm yrb=e ° 
N "»22onrd=o “ | 
u wihrg=s ° x 
Die Coeffitienien a, ©, f werden Wurzeln einer Breihung 
vom dritten Grade ſeyn. Eben fo auch die übrigen Coeffi⸗ 
cjenten bdß. 
Es iſt nichts übrig, als die Form Iu finden: > welche die 
Aunftion 9 habenmuß “wenn die vörgefchriebenen Bedin⸗ 
gungen erfüllt werden ſellen. Um hierzu auf die mögfichft 


allgemeine Art zu gelangen, nehme man irgend eine andete 
Kuntlion von ’x';n”, x&4 x’ am, welche wir durch 8: be⸗ 


zeichnen wollen: Mai formire, wie oben die 24 Funktionen 


"Weide den’ 24 ‚möglichen Verfegungen'der Wurzeln x’, x, 
x’, xv entſprechen; -Diefe Funktionen bejeichne man durch 
W Ye, Yan, 2,20, 0. Zvih, N, VV, ꝛæc. vw, dh 
man verwandle in den obigen Sormeln das Zeichen 0 in ®, 
und die kleinen Bachſtaben, F, 2, u, in die grohen Y, 2, V. 

⸗ E Braut 


= 
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Braucht. man nun das Zeichen 0:3 von neuen, um irgend 
eine Funktion damit gu bezeichnen, fo iſt leicht einzujchen, 
| , man allgemein haben werde‘ 
= pr, Y, YO, YO), yYamp: (vv, vv, yon, yvun 
=9 (Z', 2 zin, Ziv), y’=P: (2°, zvi, zvis, zvi) 
wo PE[V, V VEN) XZ: (VV, Vv, VW, VEN 
hieraus läßt ſich nun leicht dee Schluß machen, daß die Bes 
fiimmung der Funktionen Y', Y“, Y’”, Y"", von einer Gleis 
hung vom vierten Grade abhängen wird; eben fo auch die 
Beſtimmung der Zunftionen Yv, Yv’, Yv’, Tv“, Die nem 
liche Bewandniß, wird es mit den Funktionen Z’, Z”, x. 
zvu, v, v", ꝛc. Vy⸗ haben, von Denen immer je viere 
duech eine Gleichung vom vierten Grade beſtimmt ſeyn 
iwerden. 


Es ſey u 
NO Y4_AYV3 HB — coYtD=o “ 
die Gleichung, deren Wurzeln Y’, X, X’, Y'v find; ſo iſt 
Mar, daß man dieſelbe uf aweyerley ur wird aufiien 
Fönnen. - 


ı) Wem Man die ungeraden Potenen derſchwinden 
laͤßt, um fie auf die Form 
YA + BY2 HD=o * 
zu bringen, welche ſich nach Art der Gleichungen vom zwer⸗ 
‚ten Grad auflöfen läßt; hierzu iſt aber erforderlich, daß von 
den viee Wurzeln X’, X, YVA YV, zweh und-sivep gleich ſeyn, 
aber mit entgegengefegten. Zeichen; d. h. es muß fenn 
Yo y. und YU - YW,. An diefem Kalle mu 
Ä alſo die Funktion © ‚von ſolcher Befchaffenheit ſeyn, daß 
X HEXEN) m — ®: EREIAXK) 
und . 
©; (KR xx’) aa — e R —*2 
—W I bh 


.#* 3. . \ 6 
J X 
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». bh. fle muß ſo beſchaffen ſeyn, daß fie negativ wird, wenn 
man'x’in x", x’ in x’, xt in x’ und. x’ in x’ ders _ 
soandelt; und in diefem alle, hat man auch 
—— 
wor aus erhellet, daß zu gleicher Zeit V 
zT! ſeyn werde, d. h. Y=aYt—— Yo yuu, 
Diesdud kommt die Gleichung fuͤr Yauf Die Kom 
‚(3-22 000, h. Y -E=o, 


+.“ 


Es iſt leicht einzuſehen, daß die uͤbrigen Gleichungen, | 
deren Wurzeln die Groͤßen Yv, YV/, Yvo, yvor, oder zu, zu 
zZ", oder ıc. find, zugleich auf die nemliche Form kom⸗ 
men werden; denn diefe Wurzeln haben unter einander eben . 
die gegenfeitige- Beziehung, als die Wurzeln Y/, y, var 
7’, welche darin beftchet, daß eine aus der andern entftes 
het, wenn man darin, x’ in x”, x" in x”, x“ in x’ und. 
x““ in a verwandeit. | 


\ 
\ Die Zunftionen x’ + zu — xt — xt, x en geiguun 


und andere gieichartige, werden die biöher entwickelten Be⸗ 
dingungen erfuͤllen. | 


> 
/ 


2) Man kann die algemeine Gleichung Ya AY3 
TBY2— CYTD=o, au dadurch auflösbar machen, 
daß man fie auf zwey Glieder Y⸗ F D=o reduciret, In 

diefem Fall laffen ſich die vier Wurzeln Y,xY”, x, yon 
‚auf folgende Art ausdrücken: 


"tn, ey —D, Pe d, — 
wenn I,a, 42, 43, die vier vierten Wurzeln der Einheit an⸗ 
zeigen. In dieſem Galle wied alſo, da «* = bie Bedim⸗ 
gung ſtatt ſinden 
X = al = — ayın = XR 


gi 2. | d. h. 


J 


X 


* 


v 
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> b. die Funktion © muß bon ſolcher Beſchaffenheit ſeyn, daß 


82 IE Ian) 
= 4 9: (Ka are 
= #26 : (x) )eR)ea) 
| = 439: KIRIKIE“). 


Alsdenn aber ‚merden alle Sekunden vom vierten 
Grade, von melden die übrigen Größen Yr, Yr’, Yw, 
yvon, ferner Z', 2", ıc. abljängen, vermöge-des oben ange: 
gebenen Grundes, auf die nemliche Beſchaffenheit redusi⸗ 
ret jean. 


es iR nicht. ſchwer ju Anden, daß die tinktlen 

\. a tax Tas Hast 

die erforderte Beſchaffenheit Habeh werde; und hieraus er⸗ 
giebt ſich der Schluß, daß die obige Analyfe, den Grund deu 
Mr. 47. vorgettagenen Methode enthalte: 


‘ 


; — nn 109. 
Dies find, wenn ich nicht irre, die wahren Gründe don 

der Auflöfung der Gleichungen, und der eigentliche Weg, 
welcher und dahin führen kann. Alles reducicet fich, toie 
man ſiehet, auf eine Art von Combinationsrechnung, durch 
welche man die Reſultate, auf welche man ſeine Aufmerk⸗ 
famfeit zu richten hat, a priori findet. Es wuͤrde der Muͤhe 

| werth fepn, ‚hiervon ‚eine Anwendung, auf die Gleichungen 
vom fünften, und von den höhern Graden ju machen, deren 
Auftöfung bie jetzt unbefannt ift. Allein dieſe Anwendung 
erfordert eine zu große Menge von Unterſuchungen und Com⸗ 
. dinationen, deren Erfolg doch immer noch fehr zweifelhaft 
Hleibt, als daß ich mi gegenwaͤrtig dieſer Arbeit unterzie⸗ 
hen koͤnnte. Doch hoffe ich gu anderet Zeit die Sache wie 
der vornehmen zu tonnen. vor jet aber degnuͤge ich mich 
den 





— 





» \ * 
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den Srund einer Theorie gelegt zu haben, welche mir nen 
ws algemein ſceint 


110. 


Ehe wir dieſen Abſchnitt ſchlieken, halte ich es für nuͤtz⸗ 
Kb, we mit wenig Worten von der Reduction der Gleis 
&ungen auf einen niedrigern Orad zu teden, welche alsdenn 
Rate findet, wenn unter einigen Wurzeln der vorgelegten . 

&teichung, ein gewiſſes gegebenes Verhaͤltniß findet. Denn 
wenn alle Wurzeln einer Gleichung gegenfeitig gleiche Bezie⸗ 
hungen auf einander haben, fo ift die Gleichung weſentlich, 
und nothwendig von einem Grade, welcher der Anzahl der 
Wurgeln gleich iſt und allgemein genommen wird es unmdgs 
Lu feyn, dieſelbe auf einen miedrigern Grad zu bringen, 
Dies iſt der Grund, warum z. B. das Problem von der Tris 
fertion eines Winkels, allgemein genomaien, nothwendig 
vom dritten Grade feyn muß, indem demſelben auf drey vers 
ſchiedene Arten ein Genüge gefchehen kann, meiche fämtlich 
außf eine einzige Gleichung führen, in welcher die drey Auf⸗ 
ldſungen ganz auf gleiche Art enthalten find. Indeſſen giebt 
es befanntlich befondere Fälle, in weldyen man das Problem 
auf den zweyten Grad bringen fann, meil aledenn unter 
zwey Wurzeln der Gleichung ein beſonderes Verhaͤltniß ſtatt 
findet. 
Mit allen andern Aufgaben und Gleichungen hat es 
eden dieſelbe Bewandniß. Wenn gewiſſe beſondere Ver⸗ 
daltniſſe zwiſchen einigen Wurzeln irgend einer Gleichung 
ſtatt finden, fo iſt man verſichert, daß fie ſich auf einen me⸗ 
derigern Grad bringen läßt; und fennt man dies Verhaͤltniß 
a priori, entweder aus der Korm der Gleichung ſelbſt, oder 
aus der Natur der Aufgabe, fo wird man jederzeit die Res . 
ducnen deren die Gleichung faͤhig if, finden koͤnnen. 
3 3 Hudde 
4* 
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Hubdde iſt meines Wiſſens der erſte der dieſe Materie 
in feinem Briefe über die Reduction der Gleichungen, wel⸗ 
cher der Geometrie des Des Cartes angehängt if, abgehans 
beit hat. Er zeigt, wie eine Gleichung auf einen niedrigern 
Grad gebvacht merden koͤnne, wenn unter einigen Wurzeln 
derſelben, ein ſolches Verhaͤltniß ftatt findet,. daß ihre Sum⸗ 
me, oder die Summe der, Produfte von je zwehen, oder die 
Probufte bon je dreyen, Rull, oder einer gegebenen Größe 
gleich- ift; tie auch wenn fie gleiche Wurzeln, oder irgend 
ſonſt commenſurable Diviſoren enthält. Andere Geometer 
haben die Arbeit auf eben dieſe Art weiter fortgeſetzt, und 
Huddens Regen und Methoden vervollkommnet und erwei⸗ 
tert. (Man ſehe hierüber Warings ſchon oben angeführtes 
vortrefliches Werk.) Man: kann aber duch Huͤlfe der Ar. 
100, erwiefenen Säge, bey diefer Unterfupung einen viel 
| ‚algemeinern Bepaotpuntt faſſen. 


An. 


Wenn man annimmt, dab i in de Gleichung vom —* 
Grabe 
og r matt nm + put —3 * ꝛc. 0 
deren Wurzeln x’, zu, xt je, „(M) find, unter einigen Wur⸗ 
zein ein gewiſſes befanntes Berhältniß ftatt finde, z. B. unter 

| de Wurzeln x, x, x’, ꝛc. x, (vorausgefegt daß A < »; 
fo fällt ſogleich in die Augen, daß fich dies. Verhaͤltniß jeder⸗ 
zeit duch eine Gleichung werde ausdrücen laſſen, wovon 
das erfte Glicd eine algebraifche Kunftion von ıx’, x”, 


X, ꝛc. x) fepn wird, und daß man auf diefe Act den Werth 


einer Funktion von folgender Form €: EIN 0. 
(2), werde Fennen lernen, en - 


J J 
k 
v 
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„Wenn aber 1) dieſe Gleichung von ſolcher Beſchaffen⸗ 
heit iſt, daß fie blos zwiſchen den Wurjein ai, a) 
ftatt findet, und zwar nur auf eine einzige Art, fo daß fie 
aufhöret wahr zu ſeyn, fo bald man irgend eine Verwechſe⸗ J 
lung mit den Wurzeln machet, ſo wird man, allgemein ge⸗ 


nonmien, den Werth jeder dieſer Wurzeln x’, x", x", x) 


einzeln, ohne Aufloͤſung irgend einer Gleichung beſtimmen 


können; fo daß in dieſem Falle, alle Wurzeln nothwendis 
commenſurabel ſeyn werden (Nr. 104.). 
2) Wenn diejenige Gleichung, weiche das gegebene 


Berhaͤltniß unter den Wurzeln x',x", x’, ıc. x%) augdrückt, 
blos in Abficht diefer Wurzeln ftatt findet, doch fo, daß fie 
auch aledenn noch wahr beide, wenn man-z. 3. x’ mit.x” 


gyerwechſett; fo erſieht man aus der angefuͤhrten Nr., da - | 


alsdenn nothwendig die beyden Wurzeln x, x von 1 einer 
Gleichung vom zwepten Grad 

x - axtb=o 
abhängen werden, in welcher die Coefficenten a,b commen⸗ 5 
ſurabel fi find. 


3) Wenn eben diefe Gleichung fo beſchaffen iſt, daß ſi e 


| wahr bleibt, wenn man in derſelben x’ in x” und in x’” vers 


wandelt, fo werden die drey Wurzeln 3 x, 2“, 2’ von einer 
Sleichung vom dritten Grad 
—— 


göhängen, in welcher die Eoefficienten a, b, e cammenſora⸗ J 
bel ſeyn werden u. f. . 


4) Wenn die Öleichung wie in dem erſten Sal, in Ab⸗ = 
ſicht dev Wurzeln *, x", x 1, A. nur auf eine einzige 
; Met flatt findet, gu gleicher Zeit aber auch in Abficht der. 
Bench u 11, 012), „at2), x, 2) wahr ih; 

I: Be Ji 4 Bu ſo 


u 4 rn EEE 
\ 
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fo werben, da die Zantien e: Re). .@O@ ums 


veraͤndert bleibt. wenn wan x’ in AN, ui aT2) 
verwandelt‘, e& werden alsdenn, lage ich, die Wurzeln x‘, 


. I 


ER yvon einer Gleichung vom smepten Grade 


22 x}te=Q 


| abhängen ‚in welcher = und a commenfuvabet find, Ehen 
dies wird in. Abſicht der Wurzeln x’, x —R desgleiche 


zu, AD u ff ſtait finden  . 
- &ben fo, wen in die Gleichung, auf. gleiche Kt in Abſicht 


der Wurzeln xx, zer x in Abſi bt der Wurzeln 


| „atn, „012 Ber) ꝛc. CO und. in Abficht der 


Warzen ar r 1) „ar t2) „art Z), 2, «3 wahe 


dieibt fü werden die Wurzeln: zei, va) „(22.7.1) von 
einer Steihung‘ vom dritten Grad — 

43 — 4x2 — ä— ——— 
abhängen, t In welcher w,% comnienſutabel find; eben dies 


| wird in Abſicht der Wurzeln x", 2412), |, „(rt2), beds 


aleichen 37, 073), „(2Rt3), uff Rate finden, 
m) Wenn aber die Sleihyng. mie. im zweyten Galle, 


. winter den Wurgeln x’, x“, U, x x(R) auf zIwehetled Art 


ftatt findet, zugleich aber auch‘ ia Unfehung ber Wurjeha 
„Rt 1), „@ 2): @tr3), ic x A) ſtatt findet; fo hat 
man wie oben el die Wurzeln. x¶ x eine Gleichun vom 


ünepten Brad 
xa — ae h bit o 


desgieichen fuͤr die Wurzein „a ti), “ 12) ud ent a 


chung vom zweyten Gtad 
82 — ax td mg 
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⸗ 


in welchem die uͤbereinſtimmenden Coefficienten a’, a” Wurs. 
‚ein einer andern Gleichung vom zweyten Grad 

a3 — aa * B=Q 
‚ feun merden, in der a und A tommenfurabel find, Eben dies 
ist von den Eoefficienten b’ und. b‘ zu fagen, 

Und wenn dieſelbe Gleichung. auch in Anſehung der 
Wurzeln x 22t0), MFI), AV, . x(3%) ftatt fie 
Der; ; fo hat man für die Wurzeln x‘, x“, die Belbing 

x4 — 2 b 0, 


faͤr die Wurzeln x 71), ATa) die Gleichung 


x» — a'ıt 7 *0, 


und fi de Wohlla artı), „(2r12), die Sleichuns 


x2 — au + bb m 2 o. 


Die Coefficienten a',a”,a' aber find Wurzeln der  Oleidung 


as — 422 ta-ymo, 
im weiber w; A, % comnenfurgbel find. Eben ViefeBewandı J 


5 niß hat 76 mit ben Goefficienten b‘, bY, b, uf. w. 


6) Eben dergleichen Schluͤſſe laſſen fih auch bep dem 
deitten Kal machen, wo. wie annahmen , daß eben die Glei⸗ 


&ung unter den Wurzeln xt te, 30). ſtatt habe, 


wenn man darin x“ in X und -in x’ verwandelt; denn, 


wenn eben diefe Gleichung auch unter den Wurzeln „At 2, 
„At 2) KATZ, 76, x(2V ſtatt findet, fo werden die Bus 


ylazı 8 x von der Gleichung Bu 


anti | 
abhängen, und-die Warzen „et, „u 2), or vea | 
me aͤhnlichen Gleichung 
x ala} bix — en =0 | 
In dieſen Gleichungen werden die Coefficienten 34, a# derch 
eine Sleichüns vom zwehten Grad gegeben 


- 


. 1} s t 
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2 — utpm=o 


und “und. # find rational, ben dergleichen it von dem 


&oefficienten b', b"', und c’, ei zu bemerken. . 
Wenn aber die Gleichung aub unter den Wurzeln 


„aatı), (art2), (283), «53%, ſo wird man aus 


eben den Gründen für die drep Wurzeln a * 2 „(2272) 
„art 3) die Gleichung 


23 — qaliig2’ ? big — ci — 0 


haben, und die Coefficienten a4 a’, a’! werden in dieſem 


Sale, Wurzeln einer cubifhen Gleichung 
a3 — na2 Ta—y=o 
feyn, in in welcher =, 4, y tattonal find. - Eben on iſt in Uns 


' fehung der Goefcieten b/, bi, vu und. ci, et zu bes 
merken. 


„Man überfichet bieraus feicht, wie man ähnliche Schluͤſſe, 
für die übrigen Faͤlle machen kann: nur erinnere man ſich, 
dag diefe Schläffe einige Ausnahmen leiden werden, in dem 
beſondern Zell, wenn gleihe Wurzeln vorhanden find, 
(Mr. 104.) 


1 12. 


Am das, was wir hier vorgetragen haben, durch einige 
Beyſpiele zu erläutern, wollen wir zuerft dietenigen @leis 


| “ungen betrachten, welche man reciprofe nennt, und welche 


von ſolcher Form find, daß die Eoefficienten ſolcher Glieder, 
bie von den aͤußerſten gleich weit abſtehen, gleich find. Man 
kann fie alfo auf folgende Art vorſtellen 

x" + mat — Lone? Fo tmxtımo 
Vermoͤge der Form dieſer Gleichungen in es augenſcheinlich 


daß fi unverändert bleiben, wenn man — — Ratt x ſetzt. Und 


hieraus 


\ . / » 


7. Zort.d. Bem. uͤb. die alz. Aufl. d Gleichungen. 517 


hieraus folgt, daß wenn x’ eine Wurzel der Gleichung iſt, | 


auch * eine Wurzel ſeyn werde; ſo daß x'xl! m 1, oder xx 


—_ ım0 ſeyn wird. Aus eben dem Grunde wird auch 
x ο, xuWV — 0, X. ſeyn. 


Wie haben alſo in dieſem Folle, eine Gleichung zwi⸗ 


ſchen den Wurzeln x’, x’, welche auch alsdenn noch ſtatt 


finder, wann x! und x verwechfelt werden; eben diefe Glei⸗ | 
chung findet aber auch zwifchen den Wurzeln x", x!uı, des⸗ 


gieichen xv, xvu. ſ. f. ſtatt. Demnach werden immer je 
zweye von dieſen Burgen in folgenden Gleichungen, deren 


Anzahl enthalten fon 





x2 —a'ırımo 

x — alıfı=a 

x2 „ alixt+ı = Q. 

und die Soefficienten a’, a', a4, ıc. werden Burgen einen 


Ä einzigen Gleichung von dem Gerade = oder =, fepn, je 


nahdem « ‚gerade oder ungerade iR, wie wir fon durch. 


eine befondere Merhode Ne. 22. gezeigt. haben. Man ſehe 


über dieſe Materie außer Moivre's Myſcellanea analytica,. 
noch die Commentarien des Bononiſchen Inſtuituts TH,r. 


und die alten Petersburger Commensarien Th.IV. . 


Uebrigens ergiebt ſich / aus den oben entwidelten Sägen 
der Grund warum die a. a. O. gebrauchte orbiuien 


y=xır * auf eine reducirte Gleichung vom Grade — £ 
führen maß, wenn u gerade iſt. Denn es ift offenbar, * 


tie Werthe von y, d. h. die Wurzeln der Seichun⸗ fuͤr . 


‚ folgende 


—2*2 


v 


19 - : Won den GSleichungen. 


Rilgmde fon werden: xt # w x ’ ei au⸗ + Et zvh 
er ꝛe. 2a "aber zu= = Ian x = 8 ſo werden eben 
dieſe Wutjeln fi fi fo ausdruoͤcken kan; 

1 | a »X—J. 
& fi nd felgli immer zweye derfelben einander. gleich ; fo 
daß die Gleichung für y, weiße an und für fich vom Grade 


| ade ſollte, aus de w z Nrabacegt wird. 


Man kann die Breicung. noch durch eine andere Sub⸗ 
ſtitation auf einen niedrigern Grad britigen; indem man 





1 elle ungerade Potenzen der unGefannten Größe euf Null 
| bringen kann. ‚Man ſetze x = Tem ſo pidy= * — 
gerenn werden die Wurzeln be umefermien Sleicuns für 
’ gt om I ‚I x'v 
| | — — — — JE, 
| Du v6. Gate Be ve o T 5 2 
I zn Tr 4 xyıox so ı 
d. 5. (weil x m. = er Treat Der 


gu hin 
J ra‘ PIE TI 
ur zweyhe einander gleich, aber mit © entgegengfegten Zeichen. 


U. Von diefen Wurzeln find alfo immer 


113. J 

In dem oben betrachteten Beyſpiel, ergab ſich das Vers 
haͤltniß unter den Wurzeln, wodurch die Gleichung einer Res 
duction empfänglich ift, aus der Form der Gleichung ſelbſt: 


man kann aber die Kenntniß dieſes Verhaͤltniſſes, auch aus 
| der 


— a, 


I . . / 
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der Natur des aufzuldſenden Problems erhalten; und es 

wird nuͤhzlich ſeyn, einige Beyſpiele dieſer Art anzufuͤhren. 
Man ſoll vier ſtetig proportionitte Groͤßen finden, deren . 


Summe, wie auch Die Summe ihrer Quadrate, gegeben If, 
Wenn man Diefe- unbefannten Größen x, y, z, u nennt, 
fo bat man Dermnge det Bedingungen der Aufgabe, folgende 


vier Gleichungen: 3 


w 


xz = y2, yu = z? J [en 
x ydetoaa, 2retetmoib 
in weichen a und b befannte Größen find. 
unm die deep unbefannten Größen y, 3, u Auf eine eichte 
Art zu eliminiten, und eine Endgleichung fuͤr x zu erhalten, 
ſetze ib y = == tx, und fo erhalte ich Durch die denden erſten 


| Bleibmgen rar, umr3x; fübftituiret. 'man diefe 


Werthe in den deyden letziern Gleichungen, fo erhält mon 
xurr +) 
li tert) ba, 
aus welden blos noch r zu eliminiren iR. | 
Um diefe Slimination zu erieichtern multiplieire ich bie 


erſte durch r—r, und die zwehte dinhri—r2; fo erhalte ich 


x(terd) — a(i — ) 22 -rd)e bilı — 2) 
Diefe legte Gleichung dioirire ich durch die erſte, ſo erhalte 
bae zu N 


bat ll, fo daß wit nun folgende bepde. 


haben: 


aAact -r4) = Kir), str) = Satn 


bierans findet man ohne Schwierigkeit 
a2 7 b> u 24* 


| a3. b3 
| 4 Dab2— (at Fba)e. 
— (a2 — b2)x . 


. 
“ 2* 
* 
- Subs 
“ . 
N 


HI... N Bonden® - --Ssem. 


folgende ſeyn w tr eiden de er 
| de fen werden: x =. 0 ahält man eine Fon 


I : 1 ® 
| zu ie Da aber x 5 u 
dleſe Wurzeln ſich in . tr Sichung 
. — "oda 

a ZZ: Pride wer auf Den wi 
es ſind feint.- BEEcſt einfache Gicichen; 

daß die Se.. Y Größe x erhalten konn 
"fon un SCHETER, fogar ohne die Korm die 
et, 222 we in zwey Öleichungen tom 


. ES zu, und zwar Bermitich 


N „is zemrre ap, der wenn man m flattz 
„ie 4200 Fibre Sieichung form 
k zz, weht mm yo s2u om 
ae enden Haug für s und u fob 

„nun ıi " 


ui met ar Ficudunez für x md r wöllig 
un a Terme ee age Ich jeglcich fchlichen, 
„zu N mtefimunee Beide m, mothimen\ig zu⸗ 
„ Aue, Se ine gereeiemm Gicihung für x 


a‘ 


3 a Dee zur x um) mem szan deu oben gefundes 

| us a er IE MUNE r fürniret, fo erhält man 
- 4 E ._ ._ __ 2ab2—(a2+b2 

nz = Tepe 

baͤtt: an u Nr ver Warzein der Gieicheng für x, 

duct: „x, fa werden dieſe Buxzein von ſolcher 

. u 


x 


u ‚Bern. uͤb. bie a Auf N Gleichungen. za 


"2ab2 — @ * ba)x / 
a2 } b2 — 2axl u 
0.D. 2axxt — (a2 F beit x) 2aba == 5 
Es ift aber Fein Grund vorhanden, warum diefe Gleichung, 


xii 


nur zwiſchen den Wurzeln x’, x’, nicht aber zwiſchen x’ 


und x’! ftatt finden ‚sollte; daher haben wir ferner 
zax'ixli — (a2 7 ba%Xxhı I xun) $ gab2 = 0, 


Bir haben. alſo zwey ähnliche Gleichungen, welche 
zwiſchen den Wurzeln x', xt’, deögleichen x, xl Rott fin⸗ 
den, und weiche uͤberdem fo beſchaffen ſind, daß ſie ungeäns 
dert bleiben, wenn man x’ mit x’, und x’! mit x’ veys 
wechfelt Dan iſt alſo nah Re. 111. verfichert , daß unfere 
Sleichung vom vierten Grade, in zwey Gleichungen vom 
zweyten Grade zerfaͤllt werden kann, welche folgende ſeyn 
mögen -. 

x2 — Px Tg =o 
| x2 — fix fg"=o " 
. - in welchen die Eoefficienten f' und. Wurgeln einer Steigung 
vom zweyten Grade ſeyn werden; eben fo auch g und gr". 


- Und da von Dielen beyden Gleichungen, die eine die 
depden Wurzeln x', x", und die andere die beyden Wurzeln 
ac, Kt enthalten muß; ſo wird tx tıl,g= xixit, 


Pa zu Tax, gu m xttg0 ſeyn. Demnach erhält man 


u 2ag — (a2 7 b>)f! + aab2 =o 
. 0. aag" — (a2 Tb3)fl.F aab2 =. 0 
a2 + b2)f! — 2ab2 
_ (a2 Fbajfı — aab2 5 o 
\, u, = m 7 . 


% daß die bepden Sattoren der 5 geuebenen Steigung folgende | 


- 


ſeyn werden | ws 
. ' \ x3 m 


* 
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Ä\ 
(a2 } ba)fr — 2ab2 _ 
28 


N ab 
— AS HbePL— mabe 


+ 


2a 

um died augenfcheinlich zu machen, und zuäfeich Die 
Bleihung zu finden, deren Wurzeln Fund fu find, müflen 
wir nun die Gleichung für x, melde unfer Problem auflö- 


et, wirklich ſuchen. Sehen wir. alfo zur adkurzung 


_ #2 + b3 an 


‚sl: == 6 — ex, und wenn man diefen Werth in die Blei, 


"ung x(ı tr fe2 +3) a dringt, und diefelbe nad = 
vrdnet, ſo erhält man 


4— — „utsetw,, ————— 
49 j 
F —0 

Da nun t ben —, und ba „In wie⸗ 





den big bepden attoren Diefer Gleichung kolgende fepn: 





nn cf I c2 
3 un min U) 2 
x fix T= + 7 0 
xæ — fix t z 1 zum 


multiplicieet man diefe * helieten mit einander ‚fo. 


paͤlt mar 


2. arme Foo # Span; EZ au — hrs 
— — er + LE Eos Ente N 


— F es en 4 oe = o 
5 Die 


. x 
. 
. x 
’ >, 
® 
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Die Vergleichung der dreh erſten Glieder dieſer Gleichung, 
mit den dern erſten Glicdern der obigen, giebt J 
r⏑— 


Pr +2 —* + fu) — "tt - * c2 J 17 — ze2 

— 1202 
TE folgt PT —— | 
und man wird finden, daß dieſe Werthe von FF fl, und von 
Ef, auch Der Vergleichung der übrigen Glieder Genuͤge thun. 
Es find demnach die Groͤßen f und fr die Wurzeln fol⸗ 


gender Gleichung 
fe _ —— et ae _ 


Ich weiß daß. man diefes Preciem auf eine Diet einfa⸗ 


x 


chere Art auflöfen kann, fo wie Dies‘ Newton in feiner Arith- 


metica univerfaks gethan hat, wo er es durch cine gewifſe 
gewaͤhlte Beſtimmung der unbekannten Größen dahin bringt, 
" Daß man geradezu auf zwey Gleichungen vom zweyten Grade 
kommt. Aber es ſcheint mir theils die Aufloͤſung, welche ich 
hier gegeben habe, mehr direct, und deutlicher zu ſeyn, in⸗ 
dem ſie den Grund entdeckt warum die Gleichung vom vier⸗ 
ten ‚Stade, auf melde ıhan geradezu kommt, bermittelit 
zweyer Gleichungen vom zweyten Grade aufiösbar-ift; ctheils 
hat WMewron für die, Regel au der erwähnten gewählten Bes 


ſtimmung dee unbefannten Größen, Feinen Beweis gegeden, 


und dieſer dann, mo ich niebt ırre, nitt anders, ald aug den 
oben feftgefegten Gruͤnden gefuͤhret werden. Doch es iſt 
hier nicht der rat ung über diefen Gegenſtand auszudreiten. 


2. -I 14. 
Menn irgend eine Anzohl « von ftetig prdportionirten 
tößen beftimmt werden ſoll, deren ‚Summe ſowohl, als die 
| Ä 2 Don Summe 


\ 
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Cum iheee Quedeete gesehen 6; fo läßt ſich Diefed Bros 
Be nach der edigeu Arthede chen fo leicht aufidfen. 


Denn ment man tab erfhe Glied der Drogreffton x, bad 
gweyte x=, je ecylz men fogleich folgende begde Slcihuumgen 


x*r Frtr tue tfh) =a 
surnztneirsiet et )=bz 
maqe fh in felgende beyde verwandeln 


s(ı — ı) zı(ı PT) 

2 — 79) = bir — 12); 
uud hieraus ergicht Ed, wie oben . 

_ az fb2 — 21x 
a2 — b2 
_ ab? ta? — b2)z 
= (a2 — b2)x 
Ser man den Werth von r, der fid wie oben unter der 
gemr=c— ex darſtellen läffet, in Der erften Gleichung 
Isbiitsinct, fo erhält man | .\ 
stıt(e— en) t (e — ex)? +(c — es)3 T.x. 

4c— ey) —ı=o 

weiche Sleichung, wie man fiehet, von dem Grade / iſt. 
Surh aͤhnliche Schluͤſſe als oben, laͤßt ſich nun bewei⸗ 
fm, da dad erſte und lette Glied der Progreſſion x’, und 
e— iz enf gleiche Bet Warzen der.obigen Gleichung ſeyn 
za. Sioidiret mar aber den Werth von r *, durch den 
—_ı _' 2ab2 — (a2 Tb2}x 
nn ha Ta 
=, _ „ab> — (a? + b?)x 
a am shb2 — ax 

die Wurzeln unferer Sleicung x, xt, x, 
| x 





| 
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2c. x), fo findet zwiſchen den bepden Wurzeln x’, x" fol 
E& gende Bedingungsgleihung ſtatt Ä 
aax'zl! — (a2 } b2Yx’ + x N)  nab2 = 0 

und da fein Grund vorhanden ift, warum dies Verhältnig, 

zroifchen den Wurzeln x“, x'v, oder xv, xv/, oder ıc. weniger 

ſtatt finden follte, als iſcen BL x", fo hat man auf eben 

die Art 
aax'liziv — (a2 7 b2)x!4 F xvV)  2ab2 =o 
ax xv — (a2 F b2)(xv t xvi) * aabe 0 

ꝛc. 


\ 


und bie amahi dieſer oleidumem wid — oder fen, 
je nachdem „ gerade oder ungerade if. 


Hieraus, und aus dem was Nr. III. arwieſen werden 
folgt, daß die Gleichung vom aten Grade, in = f dr ꝰ 
Gleichungen vem zwedten Grade auflöäbar 3 Diefe Ol 
«ungen follen folgende feyn | 
2 — fx. +gl =o 
x2  — fux + g’' —— 0 
x2 — flux 7 gu = oO 
| ' ae ze 
in weichen die Eoeffichenten fı, fi, ki, x. ve Bund einer 


"einzigen Gleichung von dem So & 
‚ben; eben fo auch Die Eoefficienten " gH, I ꝛc. Da nun 


f =>: Ta" fi —) zip, x. g- as g" nd zuge, 
x. ſo iſt | 
ag — (a2 Fb2)P Faab2=o ' 
2ag" — (a2 F bay! Faab2 mo 
0 N. | 
Sta “ daher 





826 I. Von ben Gleichungen. 
| on daher 


bꝛ 24b2 
2a 
(a2 7 ba) — 222 
| sa 0 
! Kaftoren unferer Gleichung find demnach 


g' = 


Die oder X 
ſolgende 





— fir „eat (aa rb2)l — 2.62 mo. 
- 2% 
a? Tba)ft — aab2 __ 
24 
om 
“+ (a2 + b2)f aab⸗ eo 
22 
ꝛc. ” x 
In dem Falle, wenn „gerade iſt, muß das Produkt aler 
dieſer Gleichungen bie obige Gleichung von dem Grade⸗ 
geben: iR aber „ ungerade, fo muß man noch einen einfes 


hen Kaftor x — h= ohinzunehmen. + 


x2 — * 


Iſt die Multiplication verrichtet, ſo iſt nichts übrig, als 


die erſten Glieder des Produkts mit der oben gefundenen 
Gleichung zu vergleichen, und dieſe Vergleichung giebt die 
Werthe der Größen P FE" PFα. Pia pemuez popt * 
ze. und dieſe Werthe find die Coefficienten der Gleichung fir 
z mas aber-den Eoefficient h betrift, (wenn « ungerade), 
fo wied diefer durch eine blos lineaͤre Gleichung beftimmt. 
Hieraus folge nun, daß das vorgelegte Problem fich je⸗ 


ur ven uf die Aufloͤſung einer Gleichung von dem Grad, 


{ad oder = seducieen loͤſſet. 


2 
Wehe man übrigens anftatt x, die unbekannte Geoͤhe 
x beſtimmen, fo fommt man auf eine Gleichung die. zu def 





| | Gattung 





i) 
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| Gattung der tciproen gehöret Denn die beyden Glei⸗ 


chungen *— 


cr — * “u — N, 221 - — ar = bat — r2) 


. geben x(1 7 — * <a J 2 und ment man x wesſchaß⸗ 


” d. h. art 4 #T2retn Tı= 


fet, ri J nn l 


dur a2 1-8 
iii 


= x 
ur re ba 1 ıtr rn 
oder vielmehr wenn man durch i-r dividirt 


itr rt Prs pipe a2 5 1 J 
ö —— —ñ— * 7* 
1 + Pi b2 “7 77 Pr 
wiltiplleiret man nunmehr uͤber das Brent, und ſeet me 
abtürzung ga fo erhält man 


(ex — —— 1 PMCAMAX. 4nte3—ı =>0 


=, 

welche Bias na den’ bekannten Methoden auf den 

Sad "oder & 
2. 





reduciret werden kann. 


Das einßachſte Mittet hierzu beſtehet in der Subſtitutieon 


J ı 922 — 
= ı 7, ; wodurch, bie u ee ıze - 


9 


ty’ 


ır.* 
un felgende verwandelt wird 


b2 77 


di any“ Pe ane. #8, 


0. aiprra-pe 7 | 
in teckber alle ungerade Potengen vn y 2) vers 


ſchwinden. 


.$t3 118. Bir 


- 


“ J * t 
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—E — — 


und “und ⸗ find rational. Eben dergleichen if von dem, 


Eoefficienten b', b", und c’, ei zu bemerken. . 
Wenn aber die Sleichung auch unter den Wurzeln 

„art 1), „(2112), „(ar3), 6. 23%), fo wird man aus 

eben den Gründen für die drey Wurzeln za t N, „(217 2), 
„2rt3) die Gleichung | 


23 — aliz2 } billig — ci — 0 


baben, und die Coefficienten at a“, al! werden in dieſem 


Falle, Wurzeln einer cubifchen Gleichung 
13 - 22 4ñ2 - 20 


ſeyn, in weicher =, 8, » rational ſind. Eben dat iſt in An⸗ 
ſehung der Goefcienten b/, b“, bw und. cı, 1 et zu bes 


merfen. 
Man üderflebet dieraus leicht, wie man ähnliche Schluͤſſe, 


fuͤr die uͤbrigen Faͤlle machen kann: nur erinnere man ſich, 
dog dieſe Schluͤſſe einige Ausnahmen leiden werden, in dem 
befondern Fall, wenn gleiche Wurzeln ‚vorhanden find, 
(Ar. 104) 


« 


112. 


Um daß, was wir hier vorgetragen haben, durch einige 
Beyſpiele zu 'erläutgen, wollen wir zuerſt dieſenigen Glei⸗ 


chungen betrachten, welche man reciproke nennt, und welche 


von folder Form find, daß die Coefficienten ſolcher Glieder, 
die von den Außerfien gleich weit abftehen, gleich find. Man 
kann fie alfo auf folgende Art vorſtellen 

+ mir nx“-2 P ꝛc. nx- mISG. 
Vermoͤge der Form dieſer Gleichungen " es augenſcheinlich 


daß fie underändert bleiben, wenn man — = fatt x ſetzt. Und 


bieraus 


ı - / R 
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Hieraus folgt, daß wenn x’ eine Wurzel der Gleichung if, . 


uns; _ eine Wurjel ſeyn werde; fo daß x'x!! == 1, oder x’z! 


— 15:0 fenn wird. Aus eben dem Grunde wird auch 


xt — 1 0, x xuvV —— 0, x. ſeyn. 


Wie haben atfo in dieſem Folle, eine Gleichung zwi⸗ 
ſchen den Wurzeln x’, x", welche auch alsdenn noch flatt 


finder, wenn x’ und x” verwechfelt werden; eben diefe Steis 


chung findet aber auch zwiſchen den Wurzeln x", x, deds 
gleichen xv, av’ uf. f. ſtatt. Demnach werden Immer je, 


zweye von diefen Wurzeln, in folgenden Gleichungen, deren 
Anzah = enthatten ſeyn 





32 — a x PLIMO 
x2 - aux I120 
x2 — alxFı=a 
und die Eoefficienten a‘, a, ar, ıc. werden Wurzeln einen 
E einzigen Stidung son dem Grade oder =, feun, je 


nahdem « gerade oder ungerade iR, wie wir föon durch, 
eine befondere Methode Iir.22. gezeigt. haben. Man ſehe 
über diefe Materie außer Moivre's Myfeellanea analytica, 
noch die Commentarien des Bononiſchen Inſtituts Sh,r. 
und die alten Petersburger Commentarien Th. IV. \ 


Uebrigens ergiebt ſich / aus den oben entwickelten Sägen 
der Grund— warum die a. a. O. gebrauchte Suskiuion 


y=xY * auf eine reducirte Gleichung vom Grade — £ 
führen muß, wenn u gerade ifl. - Denn es ift offenbar, * 


die Werthe von Yv d. h. die Wurzeln der Gleichung füry . 


‚folgende 


. 
. 
N — uum__._ um... — 





u ._ Bu 1 
bringen kann, ‚Man ſetze x = —— fo wirdy = 


a y folgelnde ſern F— 


Su it ν- zu 


J — ͤ7 
re FI TI 


v 


218... 200m den Gleichungen. 


ne fon werden: “r 2 kr je & uf Zi zu 


1 


.. 


I 
= ꝛ⁊e. 2 aber. = = - I, x x'v 7 x # fo werden eben 


J diefe Burn ſich ausdreen — * 


— 7 [A 5. bi 
ee tan 


ei find —* immer zweye derſelben einander gleich; ſo 


daß die Gleichung für y, peiße an und für fich vom Grade 
| + feon ſollte, auẽ den ar z Serabgefegt wird. 


Man kann die Breicung. noch durch eine andere Sub⸗ 
ſtitntion auf einen niedrigern Grad bringen; indem man 


‘alle ungerade Potengen der nommen Groͤße er Null 


— x 
ı x 
alsdenn werden die Wurzeln ber t umgelgrmten @tcihung für 





I] x! mm" xl Io: 
are! FRITZ vran' FErL2 


le T.. L' .% ze 2 lu 1 
U 2 Ivy — ı 9 
d. » (weil x =. * = ü) — fat Gar 


. 


rc. Bon diefen Wurzeln find alfo immer 
zreye ei einander lei, ober mit © entgegengefegten Zeichen. 


11 13 Bu 

In dem oben betrachteten Benfpiel, ergab ſich das Vera 
haͤltniß unter den Wurzeln, wodurch die Gleichung einer Rey 
duction empfänglich ift, aus der Form der Gkihung ſelbſt: 


man ann aber die Renniniß dieſes Verhaͤltniſſes, auch aus 
9— der 
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der Natur des aufzuldſenden Problems erhalten; und es 
wird nuͤtzlich feyn, einige Benfpiele diefee Art anzufähren. ' - 


Man foll vier fetig proportionſtie Groͤhen Finden, deren - . 


Eumme, wie auch Die Summe ihrer Quadrate, gegeden If, 
Wenn man dieſe unbekannten Größen x, 5, 2, u ngnnt, 
fo hat man vermoͤge det Bedingungen der Aufgabe, folgende i 
vier Gleichungen: 
xımyl, yü = 22 .. [en 
, xtytetesa x2 yc2 tern — 
‘in welchem a und b befannte Groͤßen find. | 
unm die drey unbekannten Größen y,3,u Auf eine leiste 
Het zu eliminiten, und eine Endgleichung fuͤr x zu erhalten, 
ſetze ib y == tx, und fo erhalte ich durch die denden erſten 
Gleichingen  =rdx, ur’; ſubſtituiret man diefe 
Werthe in den beyden letztern Gleichungen, fo erhaͤlt man 
xutrr + rr)ma 
alt Terre) =bi, 
aus welchen blos noch r zu eliminiren if. ' | 
Um diefe Elimination zu erieiähtern muftipliehte ich die 
erſte durch 1 — r, und die zwehte dd i—r2; fo erhalte ich 
x(t= rd) a(i — ) Xxa2(i — —  bilı —r2) 
dieſe letzte Gleichung dididire ich durch die at, fo erhalte 


ihaatrd)= „bu tr) — ſo daß wir nun folgende beyde 


haben: | 
(iu rd) = = lite), xlı fr) = = a 193 
Dierans findet man ohne Schwierigkeit 
a2 7 ba 20x —. 
| a3 — b3 J — 
Fu 2462 - (at + ba) . 
r (a* — b> x, u 


⸗ 
a 
x 
i x 


/ 


30 I Bon.ben Ehleihungen. - 
Subſtituiret man nım den Werth von r, welchen die erfte 


Bleihung giebt, in der zweyten, fo erhält man eine End 


. gleihung für x, welche, wenn. man fie entwidelt, zu dem 


fünften Grade fleigt. Subftituiret'man Hingegen eben den 


Werth von r in der urfprünglichen Gleichung 
| x(tfrtie2 +Fr3) me —— 

ſo erhaͤlt man fuͤr x eine Gleichung, welche nur auf den vier⸗ 
ten Grad fteigt, und weiche die möglich einfache Gleichung 
iſt, welche man für die unbekannte Größe x erhalten Fann. 

Ich werde nunmehr beweiſen, ſogar ohne die Form die⸗ 
fer Gleichung zu kennen, daß ſie in zwey Gleichungen vom 
zweyten Grade aufloͤsbar ſeyn muß, und zwar vermittelſt 


| „einer Andern Gleichung vom zweyten Grade. 


n 


In dieſer Abſicht bemerke ih, daß wenn man u flatt x 
ſucht, man auf eine ganz gleichartige Gleichung kommen 
muß. Denn fegt mane = su, fo erhält man y= s2u und 
x s3u, fo daß die Hepden Gleichungen für s und u fob 
‚gende ſeyn werden . 

.ulıtrs Yets)ma 

.wırseyss tse)=mb3 0 0 0° 

v h. fie werden mit den Gleichungen für x und r völlig 
gleichartig fegn. - Hieraus aber läßt fich ſogleich ſchließen 


u . daß der Werth der unbekannten Größe u, nothiwendig zus 
‚ gleich eine Wurzel, dee oben gefundenen Bleihung für x 


ſeyn muͤſſe. 


Nun iſt aber u= —r3%, und wenn man den oben gefundes 
nen Werth von rs, durch den von r dibidiret, fo erhält man 


__ 3b? — (a3 Tbz)x_ _ 2ab2—(a2+b2) 
ie —x(a2 +b2 — ax)” ;. folglip v a2 Fb2 — 2x 


- Wegeichnet mar nun die vier Wurzeln der Gleichung für x, 





| Veſchaffenheit ſeyn, daß 


mit x’, x’, x, xl, fo werden diefe ie ‘don folder 


. ale 
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'zabz — (@ T bæ)x 
a2 } b2 — 2axl u 
d. Pe zax'x!! — (a2 F beyx' F x) f 2ab2 = 0; 
Es iſt aber kein Grund vorhanden, warum dieſe Gleichung, 


re 


— nur zwiſchen den Wurzeln x’, x’, nicht aber zwiſchen zur 


und xl fatt finden ‚sollte; daher haben wir ferner 
aaxlizlin — (a⸗ * —RB F xXuy $oab2 = 0. 
| Wir haben alſo zwey - ähnliche Gleichungen, welche 
zWwiſchen den Wurzeln x’, x', desgleichen x, xt ſtatt fin⸗ 
Den, und welche uͤberdem fo beſchaffen ſind, daß ſie ungeäns 
Dert bleiben, wenn man x’ mit x", und x! mit x! ver⸗ 


. wedfet. Man .ift.alfo nah Re. ıır. verſichert, dab unfere 


Sleichung vom vierten Grade, in zwey Gleichungen vom 
ziwweyten Grade zerfällt werden kann, welche folgende feyn 
mögen - 
x2 — x Tg’ =o 
x2  fxfg7=o 
in welchen die Esefficienten f' und P! Wurgeln einer Gleichung 
- vom zweyten Grade ſeyn werden; eben fo auch g und g''. 


- Und da von diefen bepden Gleichungen, die eine die 


bepden Wurzeln x', x", und die andere die beyden Wurzeln 
xl, zit enthalten muß; fo wird fie x! } x, gm xiz, 


El xl px, Fe 0 ſeyn. Demnach erhaͤlt man 


» 00. gagl —.(a2 }b2jff 22b2 = 0 
. ag" — (a2 + ba)fi} aabe = 
u, @2 + b2)f — 2ab2 2 
’ 9 Te —— 
Deher Zara — — 
—— 2ab> NN 
— 2. | 


% daß die bepden Gattocen der s gegebenen Siagun Folgende 
feyn werden 
zB — 


— 


4 


 bält man 


J 
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(a2 } ba)yer — 2ab? 
2a 
für 4 20 
Um dies augenſcheinlich zu machen, und zugleich die 
Vleichung zu finden, deren Wurzeln Fund £ find, müflen 
wir nun die Gleichung fuͤr x, welche unſer Problem auflo⸗ 


- ut 


et, wirklich ſuchen. Sehen wir alfo zur abfürzung 





— Tb> IE... 
a3 b#’ ‚ a32—b2 


_follle==c— ex, und wenn han diefen Wert in die Gleis 


Yungx(ı pr tr2 +73) a deingt, und diefelbe nach = 
vrdnet, fo erhäft man | 


r— te, ;ttet®, „etete, 
gt 
m 

Da nun be —und BE Gamer 





den big bepden Saftoren Diefe Gleichung kolgende fepn: 
wm; 


e⸗ 
mr! no 
multipliciget man diefe berde Bahteren mit einander, fo ers 


me Fat Er tu Zu ne Ku — Dh 


Sr Mose: 7 Zero 


— 02)3 


— — =o 


= o 


-@ up⸗ 4! 





Die 


J 
N 
N 
® 
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Die Vergleichung der drey erſten Glieder dieſer Gleichung, 
mit den dern erſten Gliedern der obigen, giee 


email 


werlermı USD ? at 
I * 5 * 202 


folglich f —E — — 


E2 


und man wird finden, daß dieſe Werthe von F * f, und von 


Ef, auch der Bergleichung der übrigen Glieder Genuͤge thun. 


SEs find demnach die Größen fi und £ die Wurjeln fol⸗ 


gender Gleichung 
fe _ ı T ta + —— 


Ich weiß de⸗ man dieſes Prediem auf eine diel einfa⸗ 
here Art auflöfen kann, fo wie dies Newton in feiner Arith- 
metica univerfaks gethan hat, wo er. es durch cine gewiſſe 
gewaͤhlte Berimmung der unbekannten Groͤßen dahin bringt, 
daß man geradezu auf zwey Gleichungen bom zweyten Grade 
kommt. Aber es ſcheint mir theils die Aufiöfung, welche Ad 
hier gegeben habe, mehr direct, und deutlicher zu ſeyn, in⸗ 
dem ſie den Grund entdeckt warum die Gleichung vom viers 


ten Grade, auf welche man geradezu Pommt, vermittelt \ 


ztoeyer Gleichungen vom zweyten Grade aufloͤsbar iſt; theils 
hat Werwton für die Regel au der erwähnten gervählten Bes 
ſtimmung der unbekannten Größen, Feinen Beweis gegeden, 
und. dieſer Sanrı, wo ich nicht irre, nicht anders, als aus den 


‚oben feſtgeſetzten Gruͤnden gefuͤhret werden. Doch es iſt 
hier nicht der ra ung über diefen Gegenſtand auczudreiten, | 


4114. 
Wenn irgend eine Unzahl von fietig proportionieten 


Ocögen beftimmt werden ſoll, deren ‚Summe fowopl, als die | 


1 De Summe 


1 
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, | riꝶ | 

Nie tollen noch ein aus der Geometrie entlehntes Bey⸗ 
{viel hinzufügen: Dies ſoll das bekannte Problem ſeyn, Durch 
die Spitze D eines Quadrates ACDB (&ig.1.) eine gerade 
Linie MN fo ju ziehen, daß der: Theil MN von diefer Kinie, 
weicher zwiſchen den beyden gegenuͤberſtehenden und verläns 


gerten Seite AC und AB, des Quodrais, enthalten iſt, von 
gegebener Fänge (eg, 


Man nenne a Die ‘gegebene Seite des Quadrate, und b 


Die gegebene Bänge der Linie MN. Um die Tage diefer Linie 
zu beſtimmen, nehme mAnCM—x für die unbefannte Größe; 


fo ift MD = V’(x2 F a2); und die derden ähnlichen Drey⸗ 


| sche MCD, MAN, geben 


x:Ya2t)matfx:MN=b; 
hierauf ergiebt fich die Heichung 
bx=(a * xs)Via2 122); 

Befreyt man dieſelhe vom Wursehjeicen, und ordnet ſie nach 
x; fo erhält man 
4 Taax? T (222 — b2)x2 7 2235 + 14 = 0 
mwelche, wie man fiehet, vom bierten Grade iſt. 

Wir wollen nunmehr unterfuchen, ob man aus der Ras 
tur der Aufgabe, nicht gewiſſe Verhältniffe unter den Wurs 


WMn Diefer Gleichung befimmen könne, durch welche fie in 
Gleichungen ban niedrigern Graden, auflösbar werde. 


Mm. diefe Abſicht zu erreichen, bemerke ich, da man 
dürch den Punft D mitklich vier Linien legen koͤnne, welche 


. Die Bedingung der Aufgabe erfüllen; dies jind die Linien 
"MN, MIN, MUN und MIN; fodaßCM, CM CM, CM 
die Wurzeln der :obigen Gleichung feyn werden, von welchen 


Die benden legtern, wie man fichet, negativ feyn werden. . 
' Wir bezeichnen daher diefe Linien ducch x", x’, xir, zit, 
und da die bepden Dreyecke MDC, DNB ähnlich find, fo it 
j | . MC: 


l 





